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[한국과학기술원(KAIST) 문항정보 1]

문항 및 제시문

실수 𝑐와 다항식 𝑝(𝑥)에 대하여, 수열 {𝑎𝑛}이

{𝑎1 = 𝑐
𝑎𝑛+1 = 𝑝(𝑎𝑛) (𝑛 = 1, 2, 3, ⋯)

와 같이 귀납적으로 정의된다. 수열에 대한 용어를 아래와 같이 정의한다.

<정의>

• 모든 자연수 𝑛에 대하여 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑎𝑛이면, 수열 {𝑎𝑛}을 증가수열이라 한다.

• 모든 자연수 𝑛에 대하여 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛이면, 수열 {𝑎𝑛}을 감소수열이라 한다.

• 모든 자연수 𝑛에 대하여 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛이면, 수열 {𝑎𝑛}을 상수수열이라 한다.

(1) 다음 명제의 참, 거짓을 판별하고 그 이유를 설명하시오.

주어진 실수 𝛽에 대하여 𝑝(𝑥) = 𝑥3 + 𝛽일 때, 임의의 실수 𝑐에 대하여 수열 {𝑎𝑛}은 증가수열 또는 감소수열

이다.

(1점)

(2) 𝑝(𝑥) = 𝑥3일 때, 수열 {𝑎𝑛}이 증가수열이 되는 𝑐의 범위와 감소수열이 되는 𝑐의 범위를 각각 구하시오. (2점)

(3) 𝑝(𝑥) = 𝑥3 + 𝛽 이고 𝛽 > 0일 때, 수열 {𝑎𝑛}이 상수수열이 되는 𝑐의 개수를 구하시오. (2점)

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)

수학적 귀납법과 문제의 지문에서 제시한 증가수열 및 감소수열의 정의를 정확히 이해하

고, 𝑝(𝑐)와 𝑐의 대소관계에 따라 증가수열 또는 감소수열이 됨을 논리적인 방법으로 보인 

경우

1점

(2)
증가수열이 되는 𝑐의 범위와 감소수열이 되는 𝑐의 범위를 올바르게 구하고, 정답을 구하는 

과정을 논리적으로 설명한 경우
2점

(3)
수열 {𝑎𝑛}이 상수수열이 되는 𝑐의 개수를 올바르게 구하고, 그 이유를 논리적으로 설명한 

경우
2점
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예시 답안

(1) 𝑝′(𝑥) = 3𝑥2 ≥ 0 이므로, 𝑝(𝑥)는 증가함수이다.

만약 𝑐 ≤ 𝑝(𝑐)이면, 𝑎1 ≤ 𝑎2이다.

따라서, 𝑎2 = 𝑝(𝑎1) ≤ 𝑝(𝑎2) = 𝑎3.

𝑛 = 𝑘일 때, 𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑘+1이라 가정하면

𝑎𝑘+1 = 𝑝(𝑎𝑘) ≤ 𝑝(𝑎𝑘+1) = 𝑎𝑘+2

이므로 수학적 귀납법에 의해 모든 자연수 𝑛에 대해 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1, 즉 {𝑎𝑛}이 

증가수열이다.

만약 𝑐 ≥ 𝑝(𝑐)이면, 𝑎1 ≥ 𝑎2이다.

따라서, 𝑎2 = 𝑝(𝑎1) ≥ 𝑝(𝑎2) = 𝑎3.

𝑛 = 𝑘일 때, 𝑎𝑘 ≥ 𝑎𝑘+1이면

𝑎𝑘+1 = 𝑝(𝑎𝑘) ≥ 𝑝(𝑎𝑘+1) = 𝑎𝑘+2

이므로 수학적 귀납법에 의해, 모든 자연수 𝑛에 대해 𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑛+1, 즉 {𝑎𝑛}이 

감소수열이다.
정답 : 참

(2) 𝑝(𝑥) = 𝑥3, {𝑎1=𝑐
𝑎𝑛+1=𝑝(𝑎𝑛) (𝑛=1,2,3,⋯)

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑝(𝑎𝑛) − 𝑎𝑛 = 𝑎3
𝑛 − 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑎𝑛 − 1)(𝑎𝑛 + 1)

• 𝑎𝑛 ≤ −1 또는 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 1이면, 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛

• −1 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 0 또는 𝑎𝑛 ≥ 1이면, 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑎𝑛

i. 𝑐 = ±1 이거나 𝑐 = 0 이면, 𝑝(𝑐) = 𝑐. 모든 자연수 𝑛에 대하여 𝑎𝑛 = 𝑐, 즉, 수열 {𝑎𝑛}은 상수수열이다. (상수수

열은 증가수열이자 감소수열이다.)

ii. 0 < 𝑐 < 1이면, 0 < 𝑎2 < 𝑎1 < 1이다. 부분문제 1)에서 설명한 것과 같이, 수학적 귀납법에 의하여, 모든 자연

수 𝑛에 대하여 0 < 𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛 < 1을 만족한다.

iii. 𝑐 > 1이면, 𝑎2 > 𝑎1 > 1이므로, 귀납법에 의하여 𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑛, 즉, {𝑎𝑛}은 증가수열

iv. −1 < 𝑐 < 0 이면, {𝑎𝑛}은 증가수열

v. 𝑐 < −1이면, {𝑎𝑛}은 감소수열

정답 : {𝑐≤−1  또는 0≤𝑐≤1 이면, {𝑎𝑛} 은 감소수열

−1≤𝑐≤0  또는 𝑐≥1 이면, {𝑎𝑛} 은 증가수열

(3) 𝑝(𝑐) = 𝑐 를 만족하는 𝑐에 대해 수열 {𝑎𝑛}은 상수수열이고, 상수수열을 

만드는 다른 경우는 없다. 따라서 𝛽 > 0 의 값에 따라 방정식 𝑝(𝑥) = 𝑥, 즉 방

정식 𝑥3 + 𝛽 = 𝑥의 해의 개수를 구하면 된다.

𝑦 = 𝑥3 + 𝛽의 그래프와 𝑦 = 𝑥 의 그래프가 한 점에서 접할 때의 𝛽의 값은 
2

3
√

3  (또는 2
√

3
9 ) 이다.
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왜냐하면, 방정식 𝑝(𝑥) − 𝑥 = 0 의 두 개의 해 중, 양수 해 𝑥0 에서 𝑦 = 𝑝(𝑥)와 𝑦 = 𝑥의 그래프는 접한다. 𝑦 = 𝑥의 

접선의 기울기는 항상 1이므로, 𝑝′(𝑥0) = 3𝑥2
0 = 1을 만족하는 양수 𝑥0 = 1√

3  가 방정식 𝑝(𝑥) − 𝑥 = 0의 양수해가 된

다. 이 때, 𝑝(𝑥0) = 𝑥0이고, ( 1√
3)

3
+ 𝛽 = 1√

3  을 만족해야 하고, 이로부터 𝛽 = 2
3
√

3 = 2
√

3
9  을 얻는다.

접할 때의 𝛽를 기준으로 정답 (i), (ii), (iii) 이 된다.

정답 :
(i) 0 < 𝛽 < 2

3
√

3  (또는 0 < 𝛽 < 2
√

3
9 ) 일 때, 상수수열 개수는 3개

(ii) 𝛽 = 2
3
√

3  (또는 𝛽 = 2
√

3
9 )일 때, 상수수열 개수는 2개

(iii) 𝛽 > 2
3
√

3  (또는 𝛽 > 2
√

3
9 ) 일 때, 상수수열 개수는 1개
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[한국과학기술원(KAIST) 문항정보 2]

문항 및 제시문

평면 위에 중심이 𝑂이고 반지름의 길이가 1인 원 𝐶가 있다. 길이가 𝑙이고 원 𝐶와 한 점에서 접하는 선분을 𝑙-
접선이라 한다.

길이가 𝑙이고 원 𝐶와 서로 다른 두 점에서 만나는 선분을 𝑙-할선이라 한다. 아래 그림은 𝑙-접선과 𝑙-할선의 한 예

시를 보여준다.

𝑇 는 모든 𝑙-접선 위의 모든 점들로 이루어진 집합이고, 𝑆는 모든 𝑙-할선 위의 모든 점들로 이루어진 집합이다. 

여기서 𝑙은 주어진 양수이고 “엘”로 읽는다.

(1) 𝑇 에 포함된 점 𝑝에 대하여, 점 𝑝를 지나는 𝑙-접선이 무한히 많지 않은 경우에만 점 𝑝를 지나는 모든 𝑙-접선의 개수

를 𝑎(𝑝)라 정의하자. 𝑎(𝑝)가 정의되는 점 𝑝를 모두 찾고, 𝑎(𝑝)를 구하시오. (2점)

(2) 𝑆에 포함된 점 𝑝에 대하여, 점 𝑝를 지나는 𝑙-할선이 무한히 많지 않은 경우에만 점 𝑝를 지나는 모든 𝑙-할선의 개수

를 𝑏(𝑝)라 정의하자. 𝑏(𝑝)가 정의되는 점 𝑝를 모두 찾고, 𝑏(𝑝)를 구하시오. (3점)

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1) 𝑎(𝑝)가 정의되는 점 𝑝와 𝑎(𝑝)의 값을 모두 올바르게 찾고, 그 과정이 논리적인 경우 2점

(2) 𝑏(𝑝)가 정의되는 점 𝑝와 𝑏(𝑝)의 값을 모두 올바르게 찾고, 그 과정이 논리적인 경우 3점
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예시 답안

(1) 원 𝐶의 중심 𝑂로부터 가장 멀리 떨어진 𝑇 의 점 𝑝1은 𝑙-접선의 한 끝

점이며 다른 끝점은 원 𝐶와의 접점이다. 피타고라스 정리에 의해 𝑝1과 𝑂 

의 거리는 
√

1 + 𝑙2 이다. 점 𝑝1 을 지나는 𝑙-접선은 2개이므로 𝑎(𝑝1) = 2 

이다.

점 𝑂를 중심으로 반지름(의 길이가)이 
√

1 + 𝑙2인 원 𝐶𝑙과 원 𝐶 사이에 있

는 영역을 생각하자. 이 영역 내부 또는 원 𝐶 위의 점 𝑝2 를 지나며 원 𝐶
와 접하는 직선을 𝐿이라 하자. 𝐿을 따라 𝑝2를 지나는 𝑙-접선을 무한히 많

이 잡을 수 있다.

또한, 𝑇 는 𝐶𝑙과 𝐶 사이에 있는 영역임을 알 수 있다(영역의 경계인 두 원 모두 포함). 따라서, 𝑎(𝑝)가 정의되는 점 𝑝
의 집합은 𝐶𝑙이고, 𝑎(𝑝) = 2 이다.

정답 : 𝑇 는 위 그림과 같이 원 𝐶𝑙(중심: 𝑂, 반지름: 
√

1 + 𝑙2)과 원 𝐶 사이에 있는 영역이다. 𝑎(𝑝)가 정의되는 점 𝑝의 

집합은 𝐶𝑙이고, 𝑎(𝑝) = 2 이다.

(2) 원 𝐶𝑙 또는 바깥에 있는 점은 𝑙-할선이 지날 수 없다. 원 𝐶𝑙과 원 𝐶 사이에 

있는 영역 또는 원 𝐶 위의 점 𝑝1을 고려하자. 이 점을 지나며 원 𝐶와 접하는 

직선 𝐿0을 따라 𝑝1을 지나는 𝑙-할선을 무한히 많이 잡을 수 있다.

이제 원 𝐶의 내부에 대해 고려하자.

· 𝑙 < 2 인 경우를 고려하자. 점 𝑂로부터 가장 가까운 𝑆의 점 𝑝2는 현이 되는 𝑙-
할선의 중심(중점)이다. 피타고라스 정리에 의해 𝑝2 와 𝑂의 거리는 √1 − 1

4 𝑙2 

이다. 점 𝑝2를 지나는 𝑙-할선의 개수는 1이다.
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이제 𝑂를 중심으로 반지름의 길이가 √1 − 1
4 𝑙2인 원 𝐶𝑙′과 원 𝐶 사이에 있는 영

역을 고려하자. 이 영역 내부에 있는 점 𝑝3를 지나며 이 영역 내부를 통과하는 직

선을 𝐿3 라 하자. 𝐿3를 따라 𝑝3를 지나는 𝑙-할선을 무수히 많이 잡을 수 있다. 이로

부터 𝑆는 원 𝐶𝑙과 원 𝐶𝑙′  사이의 영역이며 원 𝐶𝑙은 포함되지 않고 원 𝐶𝑙′은 포함된

다. 따라서, 𝑏(𝑝)가 정의되는 점 𝑝의 집합은 𝐶𝑙′이고, 𝑏(𝑝) = 1 이다.

· 𝑙 ≥ 2인 경우를 고려하자. 이 경우 원 𝐶 내부가 모두 𝑆에 포함된다. 𝑆는 𝐶𝑙 내부 

영역이며 경계는 포함되지 않는다. 𝑙 > 2이면 위의 논의에 따라 𝑏(𝑝)가 정의되는 

점 𝑝가 없다. 𝑙 = 2이고 원점이 아닌 경우 마찬가지로 𝑏(𝑝)가 정의되는 점 𝑝가 없

다. 𝑙 = 2이고 원점인 경우 원 𝐶의 지름은 모두 2-할선이므로 𝑏(𝑝)가 정의되지 않

는다. 따라서, 𝑏(𝑝)가 정의되는 점 𝑝는 없다.
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