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한국과학기술원(KAIST) 문항정보 1

문항 및 제시문

아래 그림과 같이 중심이 (0, 1)이고 반지름이 2인 원 𝑋, 중심이 (1, 0)이고 반지름이 1인 원 𝑌 , 중심이 (−1, 0)
이고 반지름이 1인 원 𝑍가 있다. 점 𝐴는 (0, 3)에서 시작하여 원 𝑋를 따라 시계방향으로, 점 𝐵는 (1, 1)에서 시

작하여 원 𝑌를 따라 시계방향으로, 점 𝐶는 (−1, 1)에서 시작하여 원 𝑍를 따라 반시계 방향으로 각각 일정한 속

력으로 이동한다. 세 점 𝐴,𝐵,𝐶가 동시에 출발하며 각 점이 원을 한 바퀴 도는 데 걸리는 시간은 같다.

(1) 세 점 𝐴,𝐵,𝐶가 각 원을 한 바퀴 도는 동안 한직선 위에 있는 횟수를 구하라. (2점)

(2) 세 점 𝐴,𝐵,𝐶가 각 원을 한 바퀴 도는 동안 만드는 삼각형 𝐴𝐵𝐶 넓이의 최댓값을 구하라. (3점)

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)

• 세 점이 일직선에 있는 두 가지 경우를 모두 찾고 각각에 대해 올바른 논증을 하면 2점.

• 세 점이 일직선에 있는 한 가지 경우만 찾고 이를 논증하면 1점.

• 세 점이 일직선에 있는 두 가지 경우를 모두 찾았지만 이를 논증하지 못하면 0점.

2점

(2)

• 삼각형 𝐴𝐵𝐶 넓이의 공식 𝑓(𝑥) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1) 과 그 미분식을 구하면 1점

• (ii) cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1 = 0 경우를 언급하지 않고 답만 맞으면 최대 2점. (만약, 삼각형 

𝐴𝐵𝐶 넓이의 공식은 틀렸지만 문제에서 제시한 도형을 옳게 설명하고 자신이 구한 넓

이의 옳은 최댓값을 구하면 2번에서 최대 2점.)

3점
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예시 답안

아래 그림과 같이, 점 𝑂의 좌표를 (0, 1), 점 𝑂′의 좌표를 (0, 3)이라고 하고 ∠𝐴𝑂𝑂′ = 𝑥라고 하자. 각 점이 원을 한 

바퀴 도는 데 걸린 시간이 같으므로 그러면 𝐴(2 sin 𝑥, 2 cos 𝑥 + 1), 𝐵(sin 𝑥 + 1, cos 𝑥), 𝐶(− sin 𝑥 − 1, cos 𝑥)로 나타

낼 수 있다. 그리고 점들이 원을 한 바퀴 돌기 때문에 0 ≤ 𝑥 < 2𝜋만 고려하면 된다.

(1) 점 𝐴,𝐵,𝐶가 모두 한 점에서 만나는 경우는 없으므로 다음 두 가지 경우로 나누어 생각할 수 있다.

점 𝐴,𝐵,𝐶가 모두 다른 위치에 있는 경우: 점 𝐵와 점 𝐶의 𝑦좌표가 같으므로 점 𝐴,𝐵,𝐶가 한 직선 위에 있으려

면 cos 𝑥 = −1이어야 한다. 점들이 원을 한 바퀴 도는 동안 cos 𝑥 = −1을 만족하는 𝑥 = 𝜋 뿐이다. 즉, 𝑥 = 𝜋일 때 

𝐴,𝐵,𝐶가 한 직선 위에 있게 된다. (1점)

점 𝐴,𝐵,𝐶 중 두 점이 같은 위치에 있는 경우: 점 𝐴와 𝐵 그리고 점 𝐴와 𝐶가 만나지 않는다는 사실은 쉽게 알 수 

있다. 점 𝐵와 점 𝐶는 𝑥 = 3𝜋
2 일 때 만나기 때문에 점 𝐴의 위치와 상관없이 점 𝐴,𝐵,𝐶는 한 직선 위에 있게 된다. 

(1점)

정답: 2회, (논증하지 못하면 총 0점 부여)

(2) (1)에 의하여 (혹은, 2 cos 𝑥 + 1 ≥ cos 𝑥를 통하여) 점 𝐴의 𝑦좌푯값이 점 𝐵,𝐶의 𝑦좌푯값보다 항상 크거나 같다

는 사실을 알 수 있다. 그러므로 삼각형 𝐴𝐵𝐶의 넓이는 다음과 같으며 이를 𝑓(𝑥)라고 하겠다.

𝑓(𝑥) = 1
2
(sin 𝑥 + 1 − (− sin 𝑥 − 1))(2 cos 𝑥 + 1 − cos 𝑥) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1).

미분하면

𝑓 ′(𝑥) = cos 𝑥(cos 𝑥 + 1) − (sin 𝑥 + 1) sin 𝑥 = (cos 𝑥 − sin 𝑥)(cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1)
[미분계수가 0인 조건을 사용하기 위해]

(i) cos 𝑥 − sin 𝑥 = 0인 경우

0 ≤ 𝑥 < 2𝜋에서 방정식 cos 𝑥 = sin 𝑥의 해는 𝑥 = 𝜋
4  또는 𝑥 = 5𝜋

4  이다.

(ii) cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1 = 0 인 경우

cos2 𝑥 = 1 + 2 sin 𝑥 + sin2 𝑥이고 cos2 𝑥 + sin2 𝑥 = 1임을 이용하여 방정식을 풀면 cos 𝑥 = −1, sin 𝑥 = 0 또는 

cos 𝑥 = 0, sin 𝑥 = −1이므로 방정식의 해는 𝑥 = 𝜋 또는 𝑥 = 3𝜋
2  이다.

각각의 경우 𝑓(𝑥)를 계산하면 𝑓(𝜋) = 0 = 𝑓(3𝜋2 ) 이고, 𝑓(𝑥) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1)의 최댓값은 𝑥 = 𝜋
4  또는 𝑥 =

5𝜋
4 에서 갖는다.

직접 계산하면 𝑓(𝜋4 ) =
3
2 +

√
2 이고 𝑓(5𝜋4 ) =

3
2 −

√
2 이므로 최댓값은 32 +

√
2 이다. (3점, (ii) cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1 =

0의 경우를 클리어해야 총 3점 부여. 이 경우를 고려하는 것을 빠트리고 답만 맞을 경우 2점 부여)

정답: 32 +
√
2

(다른 풀이) 삼각형 𝐴𝐵𝐶의 넓이는 𝑓(𝑥) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1)가 된다.

cos2 𝑥 + sin2 𝑥 = 1 사용하면 𝑓(𝑥) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1) = (sin 𝑥+ cos 𝑥+1)2
2  라는 사실을 알 수 있다. (1점)
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더 나아가 (sin 𝑥 + cos 𝑥)2 = 1 + 2 sin 𝑥 cos 𝑥 ≤ 2이므로 sin 𝑥 + cos 𝑥의 최댓값은 
√
2이고 𝑥 = 𝜋

4에서 최댓값을 갖

는다.

즉, 삼각형 𝐴𝐵𝐶 넓이 𝑓(𝑥) = (sin 𝑥+ cos 𝑥+1)2
2 의 최댓값은 𝑥 = 𝜋

4일 때, 
(
√
2+1)

2

2 = 3
2 +

√
2 이다. (3점)
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