
2022학년도 수시 면접·구술고사

수학 기출

문항 · 채점 기준 · 예시 답안

한국과학기술원 (KAIST)

1



문제 1. 원과 코사인법칙, 삼각함수

문항 및 제시문

그림과 같이 점 𝑂가 중심인 반지름이 1인 원 𝐴와 반지름이 
√
5인 원 𝐵가 있다. 원 𝐴 위에서 세 점 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3

을 임의로 선택하여 중심 𝑂가 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3을 꼭짓점으로 가지는 삼각형의 내부 또는 변에 있도록 한다. 이 세 

점 중 두 점을 지나는 세 직선을 그어, 그 선들과 원 𝐵의 교점을 위에서와 같이 𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3이라 한다. 

(총 5점)

(1) 각 ∠𝑋1𝑂𝑋2과 선분 𝑌1𝑍1의 길이 사이의 관계를 구하시오. (1점)

(2) 세 선분 𝑌1𝑍1, 𝑌2𝑍2, 𝑌3𝑍3의 길이의 제곱의 합의 최댓값을 구하시오. (4점)

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1) 코사인법칙이나 피타고라스 정리를 이용해서 큰 원의 현의 길이에 관한 관계식을 구한다. 1점

(2)

세 선분의 길이의 제곱 합을 세 각 ∠𝑋1𝑂𝑋2, ∠𝑋2𝑂𝑋3, ∠𝑋3𝑂𝑋1을 이용하여 나타내고, 

코사인값의 합의 최솟값을 구해야 함을 설명한다. 코사인값의 합을 평면벡터나 내적을 사

용하거나 또는 삼각함수의 공식을 적절히 이용하여 제곱의 합으로 바꾼다. 얻은 식을 분석

하여 최댓값을 정확히 찾아낸다.

4점
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예시 답안

(1) 그림과 같이 𝑌1에서 원 𝐴에 접선을 그어 접점을 𝑃라고 하면 피타고라스 정리에 의해서 선분 𝑃𝑌1의 길이는 2이다.

𝜃1 = 1
2∠𝑋1𝑂𝑋2로 두면 𝑋1𝑋2의 길이는 2 sin 𝜃1이다. 따라서 𝑌1𝑋1의 길이를 𝑥라 할 때 ∠𝑌1𝑋1𝑂 = 𝜋

2 + 𝜃1이

므로 삼각형 △𝑌1𝑋1𝑂에 코사인법칙을 사용하면 𝑥2 + 2𝑥 sin 𝜃1 = 4를 얻는다. 이 방정식을 풀면 𝑥 = −sin 𝜃1 ±
√sin2 𝜃1 + 4이다. 이때 𝑥는 0보다 크므로, 𝑥 = −sin 𝜃1 +√sin2 𝜃1 + 4이고, 이로부터 우리는

𝑌1𝑍1 = 2√sin2 𝜃1 + 4 = 2√5 − cos2 𝜃1 = √18 − 2 cos2 𝜃1 = √18 − 2 cos(∠𝑋1𝑂𝑋2)

를 얻는다.

다른 풀이: 𝜃1 = 1
2∠𝑋1𝑂𝑋2로 두자. 중심 𝑂에서 선분 𝑌1𝑍1에 수선을 그려 교점을 𝑄라 하고 중심 𝑂와 점 𝑌1을 연

결해서 삼각형 △𝑂𝑌1𝑄를 생각하자. 선분 𝑂𝑄의 길이는 cos 𝜃1이므로 피타고라스 정리에 의해 선분 𝑌1𝑄의 길이는 

√5− cos2 𝜃1이다. 따라서 선분 𝑌1𝑍1의 길이는 2√5 − cos2 𝜃1이다.

(2) 세 각 ∠𝑋1𝑂𝑋2, ∠𝑋2𝑂𝑋3, ∠𝑋3𝑂𝑋1의 크기를 각각 2𝜃1, 2𝜃2, 2𝜃3로 두자. 중심 𝑂가 삼각형 △𝑋1𝑋2𝑋3의 내부 

또는 변에 있으므로 세 각의 합은 2𝜋이다. 즉, 2𝜃1 + 2𝜃2 + 2𝜃3 = 2𝜋가 성립한다. 구하려는 길이의 제곱의 합은

60 − 4(cos2 𝜃1 + cos2 𝜃2 + cos2 𝜃3)

이다. 삼각함수의 덧셈정리에 의해서 cos(𝑎 + 𝑎) = cos2 𝑎 − sin2 𝑎 = 2 cos2 𝑎 − 1이므로 cos2 𝑎 = 1+cos(2𝑎)
2 이고, 이

를 이용하면 위의 식을 다음과 같이 정리할 수 있다.

60 − 4(cos2 𝜃1 + cos2 𝜃2 + cos2 𝜃3) = 54 − 2(cos(2𝜃1) + cos(2𝜃2) + cos(2𝜃3))

따라서 이 식의 최댓값을 구하기 위해서는 우선 2𝜃1 + 2𝜃2 + 2𝜃3 = 2𝜋일 때 𝑀 = cos(2𝜃1) + cos(2𝜃2) + cos(2𝜃3)의 

최솟값을 구해야 한다. 𝑀의 값을 구할 수 있는 풀이를 아래에 두 개 소개한다.

풀이 1. 평면벡터를 사용해서 아래와 같이 𝑀의 값을 구할 수 있다. 사잇각이 각각 2𝜃1, 2𝜃2, 2𝜃3이고 길이가 1인 

세 평면벡터 𝑎,⃗ 𝑏,⃗ 𝑐를⃗ 생각하자. 그러면 평면벡터의 내적의 성질에 따라 𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗ = cos 𝜃1 대신 𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗ = cos 2𝜃1, 𝑏⃗ ⋅ 𝑐 ⃗ =
cos 2𝜃2, 𝑎⃗ ⋅ 𝑐 ⃗ = cos 2𝜃3이 성립하고, 이를 이용하면

𝑀 = cos(2𝜃1) + cos(2𝜃2) + cos(2𝜃3) = 𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗ + 𝑏⃗ ⋅ 𝑐 ⃗+ 𝑎⃗ ⋅ 𝑐 ⃗

= 1
2
((𝑎⃗ + 𝑏⃗ + 𝑐)⃗ ⋅ (𝑎⃗ + 𝑏⃗ + 𝑐)⃗ − |𝑎|⃗2 − |𝑏|⃗2 − |𝑐|⃗2)

= 1
2
(|𝑎⃗ + 𝑏⃗ + 𝑐|⃗2 − 3) ≥ −3

2

를 얻는다. 그리고 실제 𝑎⃗ + 𝑏⃗ + 𝑐 ⃗ = 0일⃗ 때 𝑀 = −3
2가 성립하여 𝑀의 최솟값이 −3

2임을 알 수 있다. 따라서 54 −
2(cos(2𝜃1) + cos(2𝜃2) + cos(2𝜃3)) = 54 − 2𝑀의 최댓값은 54 − 2(−3

2) = 57이다.

풀이 2. 삼각함수의 덧셈정리를 사용해서 아래와 같이 𝑀의 값을 구할 수 있다. 𝑥 = 2𝜃1, 𝑦 = 2𝜃2로 두자. 그러면 

2𝜃1 + 2𝜃2 + 2𝜃3 = 2𝜋이고 cos(2𝜋 − 𝛼) = cos 𝛼이므로 삼각함수의 덧셈정리와 sin2 𝛼 + sin2 𝛽 = 1의 성질을 이용

하면

2𝑀 + 3 = 2 cos(2𝜃1) + 2 cos(2𝜃2) + 2 cos(2𝜃1 + 2𝜃2) + 3

= 2 cos 𝑥 + 2 cos 𝑦 + 2 cos(𝑥 + 𝑦) + 3
= 2 cos 𝑥 + 2 cos 𝑦 + 2 cos 𝑥 cos 𝑦 + 2 sin 𝑥 sin 𝑦 + 3

= 2 cos 𝑥 + 2 cos 𝑦 + 2 cos 𝑥 cos 𝑦 + 2 sin 𝑥 sin 𝑦 + cos2 𝑥 + sin2 𝑥 + cos2 𝑦 + sin2 𝑦 + 1

이다. 이를 다시 정리하면, 제곱수는 항상 0보다 크거나 같으므로,

2𝑀 + 3 = (cos2 𝑥 + cos2 𝑦 + 1 + 2 cos 𝑥 + 2 cos 𝑦 + 2 cos 𝑥 cos 𝑦) + (sin2 𝑥 + 2 sin 𝑥 sin 𝑦 + sin2 𝑦)

= (cos 𝑥 + cos 𝑦 + 1)2 + (sin 𝑥 + sin 𝑦)2 ≥ 0,

따라서 𝑀 ≥ −3
2을 얻는다. 그리고 실제 𝑥 = 2𝜃1 = 2𝜋

3 , 𝑦 = 2𝜃2 = 2𝜋
3 이면 𝑀 = −3

2이 됨을 확인할 수 있다. 따라서 

𝑀의 최솟값은 −3
2이고, 54 − 2(cos(2𝜃1) + cos(2𝜃2) + cos(2𝜃3)) = 54 − 2𝑀의 최댓값은 54 − 2(−3

2) = 57이다.
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문제 2. 곡선의 길이와 극한

문항 및 제시문

(1) 반지름이 𝑎미터인 원의 한 점 𝑃에 길이 1미터인 줄을 매달아 줄을 팽팽하게 유지하면서 방향으로 감으면, 이때 

줄의 다른 끝점 𝑄를 반시계 방향으로 감아 나가려고 한다. 이때 점 𝑄의 궤적의 총 길이를 구하시오. (아래 그림과 같

이 줄이 원에 접하고 있는 상태에서 시작한다고 하자.) (2점)

(2) 아래 그림과 같이 둘레의 길이가 1미터인 오각형의 한 꼭짓점 𝑃에 길이 1미터인 줄이 한 변의 연장선에 매어져 

있다. 이 오각형을 자연수 𝑛에 대하여 닮음비 1/𝑛로 축소시킨 뒤 (1)번과 같은 작업을 한다고 하자. 줄 끝점(점 𝑄)의 

궤적의 길이를 𝑅(𝑛)이라고 할 때, 극한값

lim
𝑛→∞

𝑅(𝑛)
𝑛

을 구하시오. (3점)

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)
전체 배점은 2점. (𝑥(𝜃), 𝑦(𝜃))의 좌표를 구하면 1점 부여. 길이 구하는 공식을 아는데 계산

을 실수하면 0.5점을 감점.
2점

(2)
전체 배점은 3점. 한 바퀴 도는 동안의 줄 끝 궤적의 길이를 구하는 식을 구하면 1점. 정적

분 계산 실수는 1점만 감점.
3점
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예시 답안

(1) 원의 중심을 원점에 두고 점 𝑃를 좌표 (𝑎, 0)이라고 하자. 원의 둘레를 따라 평행한 줄을 각 𝜃만큼 반시계 방향으

로 감으면, 이때 줄이 원과 접하는 점의 좌표는 (𝑎 cos 𝜃, 𝑎 sin 𝜃)이다 (아래 그림 참고). 이때, 잡고 있는 줄 끝의 좌표 

(𝑥(𝜃), 𝑦(𝜃))를 구해 보면, 감고 남은 줄의 길이가 1 − 𝑎𝜃이고 접점에서 점 𝑄 방향의 단위 벡터는 (− sin 𝜃, cos 𝜃)이
므로

(𝑥(𝜃), 𝑦(𝜃)) = (𝑎 cos 𝜃, 𝑎 sin 𝜃) + ((1 − 𝑎𝜃)(− sin 𝜃), (1 − 𝑎𝜃) cos 𝜃)

= (𝑎 cos 𝜃 − (1 − 𝑎𝜃) sin 𝜃, 𝑎 sin 𝜃 + (1 − 𝑎𝜃) cos 𝜃)

이 좌표가 이루는 궤적의 길이를 적분을 통하여 구해 보면

√𝑥′(𝜃)2 + 𝑦′(𝜃)2 = √(−cos 𝜃 + 𝑎𝜃 cos 𝜃)2 + (− sin 𝜃 + 𝑎𝜃 sin 𝜃)2 = |1 − 𝑎𝜃|

𝑅 = ∫
1/𝑎

0
(1 − 𝑎𝜃) d𝜃 = 1

2𝑎

이 된다.

(2) 오각형 둘레의 길이는 닮음비에 따라 1𝑛이 되므로 길이 1인 줄로 감아 나갈 때 𝑛번 감을 수 있다. 줄이 오각형의 

외각을 회전하는 호는 남은 줄의 길이만큼의 반지름으로 그린 후에, 호의 반지름이 오각형 해당 변의 길이만큼 줄어 

들어 다음 호를 그리게 된다. 이때,

호의 길이 = 반지름의 길이 × 호의 중심각의 크기

오각형을 한 바퀴 감았을 때는 줄의 길이는 다각형 둘레의 길이인 1𝑛만큼 줄어들게 된다. 오각형의 외각의 크기를 각

각 𝜃1, 𝜃2라고 하고 각 변의 길이를 𝑎𝑖
𝑛 라고 하자. 전체 둘레의 길이가 1𝑛이므로 (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎5)/𝑛 = 1/𝑛임을 알 

수 있다. 𝑘바퀴를 감고 남은 길이가 1 − 𝑘
𝑛인 줄이 다음 한 바퀴를 돌 때의 𝑄점의 궤적의 길이는

𝜃1(1 −
𝑘
𝑛
) + 𝜃2(1 −

𝑘
𝑛
− 𝑎1

𝑛
) +⋯+ 𝜃5(1 −

𝑘
𝑛
− 𝑎1

𝑛
− 𝑎2

𝑛
− ⋯− 𝑎4

𝑛
)

가 되는데 다각형 외각의 총합은 2𝜋임을 이용하여 다음 부등식

2𝜋(1 − 𝑘 + 1
𝑛

) ≤ 𝜃1(1 −
𝑘
𝑛
) +⋯+ 𝜃5(1 −

𝑘
𝑛
− 𝑎1

𝑛
− 𝑎2

𝑛
− ⋯− 𝑎4

𝑛
) ≤ 2𝜋(1 − 𝑘

𝑛
)

을 얻을 수 있다. 따라서 전체 궤적의 길이는

∑
𝑛−1

𝑘=0
{𝜃1(1 −

𝑘
𝑛
− 𝑎1

𝑛
) +⋯+ 𝜃5(1 −

𝑘
𝑛
− 𝑎1

𝑛
− 𝑎2

𝑛
− ⋯− 𝑎5

𝑛
)}

로 주어지는데 부등식을 상수 혹은 하단의 극한값으로 대체할 수 있다.

두 경우 극한값이 같은데 상단의 극한값을 정적분으로 바꾸어 계산하면 𝑘𝑛 → 𝑥, 1𝑛 →d𝑥, 적분구간은 [0, 1]에서의 적

분이 되어

lim
𝑛→∞

𝑅(𝑛)
𝑛

= lim
𝑛→∞

∑
𝑛−1

𝑘=0
2𝜋 ⋅ (1 − 𝑘

𝑛
)1
𝑛
→ ∫

1

0
2𝜋(1 − 𝑥) d𝑥 = 𝜋

이 된다. 하단의 극한값도

lim
𝑛→∞

∑
𝑛−1

𝑘=0
2𝜋 ⋅ (1 − 𝑘 + 1

𝑛
)1
𝑛
→ ∫

1

0
2𝜋(1 − 𝑥) d𝑥 = 𝜋

같은 값을 갖는다.

(다른 풀이) 위의 부등식을 이용하지 않고 각 항을 같은 방법으로 정적분으로 바꾸어 계산한 후이때, 𝑘𝑛 → 𝑥, 1𝑛 →d𝑥
이므로 1

𝑛2 은 0으로 무시된다.)

∑
𝑛−1

𝑘=0
𝜃𝑗 ⋅ (1 −

𝑘
𝑛
− 𝑎1

𝑛
− ⋯−

𝑎𝑗
𝑛
)1
𝑛
→ ∫

1

0
𝜃𝑗(1 − 𝑥) d𝑥 =

𝜃𝑗
2
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외각의 합 (∑5
𝑗=1 𝜃𝑗 = 2𝜋)이 2𝜋임을 이용하여 구할 수 있다.
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