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문제 1. 움직이는 여섯 점 — 삼각형 넓이의 곱과 최대·최소

문항 및 제시문

[그림 1]과 같이 한 변의 길이가 2 인 정삼각형 𝐴𝐵𝐶 가 있다. 세 점 𝑋, 𝑌 , 𝑍 는 각각 변 𝐴𝐵, 변 𝐵𝐶, 변 𝐶𝐴 위의 점

으로 𝐴𝑋 = 𝐵𝑌 = 𝐶𝑍 = 2𝑎 를 만족한다. (단, 𝑎 는 0 < 𝑎 < 1 인 실수)

[그림 1] 삼각형 𝐴𝐵𝐶 와 점 𝑋, 𝑌 , 𝑍
[그림 2] 시각 𝑡 에 여섯 점의 위치

정삼각형 𝐴𝐵𝐶 의 세 변 위를 여섯 점 𝑃1, 𝑃2, 𝑄1, 𝑄2, 𝑅1, 𝑅2 가 다음 [규칙]에 따라 [그림 2]와 같이 움직인다.

(가) 두 점 𝑃1, 𝑃2 는 각각 점 𝐴, 𝑋 에서 시각 𝑡 = 0 에 동시에 출발하여 변 𝐴𝐵 를 따라 속도 1 로 점 𝐵 를 향해 

움직인다.

(나) 두 점 𝑄1, 𝑄2 는 각각 점 𝐵, 𝑌  에서 시각 𝑡 = 0 에 동시에 출발하여 변 𝐵𝐶 를 따라 속도 1 로 점 𝐶 를 향해 

움직인다.

(다) 두 점 𝑅1, 𝑅2 는 각각 점 𝐶, 𝑍 에서 시각 𝑡 = 0 에 동시에 출발하여 변 𝐶𝐴 를 따라 속도 1 로 점 𝐴 를 향해 

움직인다.

(라) 시각 𝑡 = 2 − 2𝑎 가 되어 세 점 𝑃2, 𝑄2, 𝑅2 가 각각 점 𝐵, 𝐶, 𝐴 에 도착하면, 여섯 점 𝑃1, 𝑃2, 𝑄1, 𝑄2, 𝑅1, 𝑅2 

는 모두 이동을 멈춘다.

1–1.
시각 𝑡 (0 ≤ 𝑡 ≤ 2 − 2𝑎) 에서의 삼각형 𝑃1𝑄1𝑅1 의 넓이를 𝑡 에 대한 식으로 나타내시오.

1–2.
두 삼각형 𝑃1𝑄1𝑅1 과 𝑃2𝑄2𝑅2 의 넓이가 같아지는 시각 𝑡0 를 𝑎 에 대한 식으로 나타내시오.

1–3.
시각 𝑡 (0 ≤ 𝑡 ≤ 2 − 2𝑎) 에서의 삼각형 𝑃1𝑄1𝑅1 의 넓이와 삼각형 𝑃2𝑄2𝑅2 의 넓이의 곱을 𝑓(𝑡) 라 하자. 닫힌구간 

[0, 2 − 2𝑎] 에서 함수 𝑓(𝑡) 가 𝑡 = 𝑡0 에서 최솟값을 가지도록 하는 실수 𝑎 의 값의 범위를 구하시오. (단, 𝑡0 은 문제 

1–2에서 구한 값이다.)

1–4.
닫힌구간 [0, 2 − 2𝑎] 에서 함수 𝑓(𝑡) 가 𝑡 = 𝑡0 에서 최댓값을 가지도록 하는 실수 𝑎 의 값의 범위를 구하시오. (단, 𝑡0 

은 문제 1–2에서 구한 값이다.)
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예시 답안 — 문제 1

설정 — 전진량으로 넓이를 표준화

좌표를 𝐴(0, 0), 𝐵(2, 0), 𝐶(1,
√

3) 로 놓는다. 세 변을 따라 각 꼭짓점에서 같은 거리 𝑢 만큼 전진한 세 점이 이

루는 삼각형은 회전대칭에 의해 정삼각형이다. 꼭짓점 𝐴 부근에서 두 점은 𝐴 로부터 거리 𝑢 (변 𝐴𝐵 위)와 거리 

2 − 𝑢 (변 𝐶𝐴 위)에 있고 끼인각이 60° 이므로, 코사인법칙으로 한 변의 제곱은

𝑢2 + (2 − 𝑢)2 − 2𝑢(2 − 𝑢) cos 60° = 3𝑢2 − 6𝑢 + 4.

따라서 전진량이 𝑢 인 삼각형의 넓이는

𝑆(𝑢) =
√

3
4

(3𝑢2 − 6𝑢 + 4).

삼각형 𝑃1𝑄1𝑅1 은 𝑢 = 𝑡, 삼각형 𝑃2𝑄2𝑅2 는 𝑢 = 𝑡 + 2𝑎 에 해당한다.

1–1.
넓이는 𝑢 = 𝑡 를 대입하여

𝑆(𝑡) =
√

3
4

(3𝑡2 − 6𝑡 + 4)

1–2.
𝑆(𝑢) 는 𝑢 = 1 에 대하여 대칭인 아래로 볼록한 함수이므로 𝑆(𝑡) = 𝑆(𝑡 + 2𝑎) 는 𝑡 와 𝑡 + 2𝑎 가 𝑢 = 1 에서 같은 거

리일 때 성립한다. 즉 𝑡 + (𝑡 + 2𝑎) = 2 에서

𝑡0 = 1 − 𝑎

(0 < 𝑎 < 1 이므로 0 < 𝑡0 < 1 로 구간 [0, 2 − 2𝑎] 안에 있다.)

1–3. · 1–4.
𝑃(𝑢) = 3𝑢2 − 6𝑢 + 4 = 3(𝑢 − 1)2 + 1 로 두면 𝑓(𝑡) = 3

16𝑃(𝑡)𝑃 (𝑡 + 2𝑎). 대칭점을 원점으로 옮기기 위해 𝑤 = 𝑡 −
(1 − 𝑎) 로 치환하면 𝑡 − 1 = 𝑤 − 𝑎, 𝑡 + 2𝑎 − 1 = 𝑤 + 𝑎 이고 구간은 𝑤 ∈ [−(1 − 𝑎), 1 − 𝑎] 로 원점 대칭이 된다.

𝑓 = 3
16

[3(𝑤 − 𝑎)2 + 1][3(𝑤 + 𝑎)2 + 1] = 3
16

[(3𝑤2 + 3𝑎2 + 1)2 − 36𝑎2𝑤2].

𝑠 = 𝑤2(≥ 0) 로 두면

ℎ(𝑠) = 9𝑠2 + 6(1 − 3𝑎2)𝑠 + (3𝑎2 + 1)2, 𝑠 ∈ [0, (1 − 𝑎)2].

𝑡 = 𝑡0 는 𝑤 = 0, 즉 𝑠 = 0 에 대응하고, 𝑓  는 𝑤 에 대한 짝함수이므로 𝑡0 는 항상 임계점이다. ℎ 는 아래로 볼록한 이

차함수이고 꼭짓점은 𝑠∗ = 3𝑎2−1
3 .

[1–3] 𝑡0 에서 최소: 𝑠 = 0 이 [0, (1 − 𝑎)2] 에서 ℎ 의 최소이려면 𝑠∗ ≤ 0, 즉 3𝑎2 − 1 ≤ 0.

0 < 𝑎 ≤
√

3
3

[1–4] 𝑡0 에서 최대: 아래로 볼록한 ℎ 의 최대는 두 끝점 중 하나에서 나오므로, 𝑠 = 0 이 최대이려면 ℎ(0) ≥
ℎ((1 − 𝑎)2). 정리하면

(1 − 𝑎)2[9(1 − 𝑎)2 + 6 − 18𝑎2] ≤ 0 ⇒ 3𝑎2 + 6𝑎 − 5 ≥ 0.

0 < 𝑎 < 1 에서 𝑎 ≥ −3+2
√

6
3 .
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2
√

6 − 3
3

≤ 𝑎 < 1

예시 작도 — 𝑓(𝑡) 의 개형. 좌: 𝑎 ≤
√

3
3  이면 𝑡0 에서 최소, 우: 𝑎 ≥ 2

√
6−3
3  이면 𝑡0 에서 최대. 두 경계 사이 

(
√

3
3 ≈ 0.577,

2
√

6−3
3 ≈ 0.633)

 에서는 

𝑡0 가 최대·최소 어느 쪽도 아니다.

핵심. (1) 사인·코사인법칙으로 전진량 𝑢 의 넓이 𝑆(𝑢) =
√

3
4 (3𝑢2 − 6𝑢 + 4) 를 얻고, (2) 𝑆 의 대칭성으로 𝑡0 = 1 −

𝑎, (3) 곱 𝑓  를 대칭변수 𝑠 = 𝑤2 의 이차함수 ℎ(𝑠) 로 환원한 뒤 꼭짓점 위치·끝점 비교로 최소/최대 조건을 나눈다.
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문제 2. 세 자동차의 연료 — 최적 정비와 도달 거리

문항 및 제시문

시각 𝑡 = 0 에 수직선 위 원점에 위치한 세 대의 자동차 𝐴, 𝐵, 𝐶 는 아래와 같이 연료를 소모하며 수직선 위를 이동한

다. (단, 자동차의 크기는 무시한다.)

[자동차 𝐴]

(ㄱ) 속도는 1 이다. 즉, 시각 𝑡 에 자동차 𝐴 의 위치는 𝑡 이다.

(ㄴ) 거리 𝑠 를 이동할 때 연료를 4𝑠 리터 소모한다.

[자동차 𝐵, 𝐶]

(ㄷ) 먼저 속도 −1 로 수직선 위 −10 에 위치한 정비소를 향해 이동하며, 이때 거리 𝑠 마다 연료를 4𝑠 리터 소

모한다.

(ㄹ) 정비소에 도착하면 정비소에 멈추어 각각 원하는 시간만큼 정비한 뒤 다시 수직선 위를 이동한다.

(ㅁ) 정비 후 거리 𝑠 를 이동할 때 연료를 𝑠 리터 소모한다.

(ㅂ) 자동차 𝐵 의 정비시간이 𝑟𝐵 라면, 정비하는 동안 연료는 총 2𝑟𝐵 리터 소모되며 정비 후 속도 2 + 𝑟𝐵 로 움

직인다.

(ㅅ) 자동차 𝐶 의 정비시간이 𝑟𝐶  라면, 정비하는 동안 연료는 총 2𝑟𝐶  리터 소모되며 정비 후 속도 2 + 𝑟𝐶  로 움

직인다.

※ 정비시간이 0 인 경우(도착 후 바로 떠나는 경우)도 정비된 것으로 하며, 이때 속도는 2, 거리 𝑠 이동 시 연료 𝑠 리

터를 소모한다. ※ 연료가 0 리터가 되면 속도가 0 이 되어 멈춘다. ※ 𝐵, 𝐶 는 연료가 충분하지 못하면 정비소에 도

착하지 못한다.

2–1.
실수 𝑡0 (𝑡0 ≥ 12) 에 대해 자동차 𝐵 가 시각 𝑡 = 𝑡0 에 도착할 수 있는 위치의 최댓값을 𝑡0 에 대한 식으로 나타내시

오. 단, 자동차 𝐵 의 연료는 충분하다고 하자.

2–2.
자동차 𝐴 와 𝐵 가 수직선 위의 위치 𝑦 (𝑦 ≥ 0) 로 이동하려고 한다. 자동차 𝐴 보다 자동차 𝐵 가 먼저 도착할 수 있는 

𝑦 의 범위를 구하시오. 단, 자동차 𝐴 와 𝐵 의 연료는 충분하다고 하자.

2–3.
실수 𝑘 (𝑘 ≥ 60) 에 대해 연료 𝑘 리터를 가지고 출발한 자동차 𝐵 가 시각 𝑡 = 20 에 도착할 수 있는 위치의 최댓값을 

𝑘 에 대한 식으로 나타내시오.

2–4.
연료를 60 리터씩 가지고 있는 자동차 𝐵 와 𝐶 에 추가로 연료 51 리터를 나누어 넣고 출발하고자 한다. (즉, 출발할 

때 𝐵 와 𝐶 가 가진 연료의 총합은 171 리터이다.) 시각 𝑡 = 20 에 자동차 𝐵 와 𝐶 의 위치를 각각 𝑦𝐵, 𝑦𝐶  라고 할 때, 

𝑦𝐵 + 𝑦𝐶  의 최댓값을 구하시오.
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예시 답안 — 문제 2

설정 — 정비소를 거친 자동차 𝐵 의 여정

𝐵 는 원점에서 정비소 (−10) 까지 거리 10 을 속도 1 로 이동하므로 시각 10 에 도착하고 연료 4 × 10 = 40 리

터를 쓴다. 정비시간을 𝑟 (≥ 0) 로 하면 시각 10 + 𝑟 에 위치 −10, 속도 𝑣 = 2 + 𝑟, 남은 연료 (초기 − 40 − 2𝑟) 

이 되고, 이후 오른쪽으로는 1 리터당 거리 1 을 간다.

2–1.
연료가 충분하므로 시각 𝑡0 의 위치는

𝑔(𝑟) = −10 + (2 + 𝑟)(𝑡0 − 10 − 𝑟), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡0 − 10.

𝑟 에 대해 미분하면 𝑔′(𝑟) = (𝑡0 − 12) − 2𝑟 = 0 에서 𝑟∗ = 𝑡0−12
2 . 𝑡0 ≥ 12 이므로 𝑟∗ ≥ 0 (정비시간 조건이 붙는 이

유). 대입하면

𝑔(𝑟∗) = 𝑡20 − 16𝑡0 + 24
4

(= 2𝑡0 − 30 + (𝑡0 − 12)2

4
)

2–2.
𝐵 가 𝑦 에 도착하는 시간은 10 + 𝑟 + 𝑦+10

2+𝑟 . 𝑣 = 2 + 𝑟(≥ 2) 로 두면

𝑇𝐵(𝑣) = 8 + 𝑣 + 𝑦 + 10
𝑣

, 𝑇𝐵′ = 1 − 𝑦 + 10
𝑣2 = 0 ⇒ 𝑣∗ = √𝑦 + 10.

𝑦 ≥ 0 이면 𝑣∗ ≥
√

10 > 2 이므로 최소시간은 𝑇𝐵 = 8 + 2
√

𝑦 + 10. 𝐴 의 도착시간은 𝑦 이므로 𝐵 가 먼저 도착할 조건

은 8 + 2
√

𝑦 + 10 < 𝑦. (𝑦 > 8 에서) 양변을 제곱하면 𝑦2 − 20𝑦 + 24 > 0, 즉 𝑦 < 10 − 2
√

19 또는 𝑦 > 10 + 2
√

19. 

𝑦 > 8 과 합치면

𝑦 > 10 + 2
√

19

2–3.
시각 20, 초기 연료 𝑘. 정비시간 𝑟 후 위치는 시간·연료 두 제약의 최솟값으로 정해진다.

위치 = −10 + min
{



(2 + 𝑟)(10 − 𝑟)⏟
시간 제약

, 𝑘 − 40 − 2𝑟⏟
연료 제약 }




.

시간 제약 (2 + 𝑟)(10 − 𝑟) = −𝑟2 + 8𝑟 + 20 은 𝑟 = 4 에서 최대 36.

• 𝑘 ≥ 84: 𝑟 = 4 에서도 연료가 충분(𝑘 − 40 − 8 ≥ 36)하므로 시간 제약이 지배 → 위치 −10 + 36 = 26.

• 60 ≤ 𝑘 ≤ 84: 두 제약이 같아지는 𝑟 = 5 −
√

85 − 𝑘 (∈ [0, 4]) 에서 최대. 이때 위치 = −10 + (𝑘 − 40 − 2𝑟) = 𝑘 −
60 + 2

√
85 − 𝑘.

{𝑘 − 60 + 2
√

85 − 𝑘(60 ≤ 𝑘 ≤ 84)
26 (𝑘 ≥ 84)
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예시 작도 — 좌: [2–1] 도달 위치 최댓값 (𝑡20 − 16𝑡0 + 24)/4. 우: [2–3] 연료 𝑘 에 대한 최댓값 𝜑(𝑘) 로, 𝑘 = 84 에서 값 26 에 도

달한 뒤 일정하다.

2–4.
각 자동차의 시각 20 최대 위치를 𝜑(𝑘) (2–3의 결과)라 하자. 𝜑 는 𝑘 ≥ 84 에서 최댓값 26 으로 포화된다. 𝐵 의 연료

를 60 + 𝑥, 𝐶 의 연료를 111 − 𝑥 (0 ≤ 𝑥 ≤ 51) 로 두면, 두 자동차가 모두 26 에 도달하려면 각각 연료 ≥ 84 가 필요

하다. 즉 60 + 𝑥 ≥ 84 이고 111 − 𝑥 ≥ 84 에서 24 ≤ 𝑥 ≤ 27. 총 연료 171 ≥ 84 × 2 = 168 이므로 이 구간이 비어 있

지 않다. 따라서

𝑦𝐵 + 𝑦𝐶 의 최댓값 = 26 + 26 = 52

핵심. 모든 소문항은 「정비소까지 고정비용(시간 10·연료 40) → 정비시간 𝑟 이 속도 2 + 𝑟 와 소모 2𝑟 를 동시에 결

정」이라는 구조를 공유한다. 목적에 따라 (2–1) 시간, (2–2) 도착시간, (2–3) 시간·연료 제약의 최솟값, (2–4) 포화

값 26 의 합으로 최적화가 이루어진다.
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문제 3. 세 공의 위치·기록 — 수열의 귀납적 정의와 등비수열

문항 및 제시문

수직선 위에 세 공 𝑃 , 𝑄, 𝑅 이 𝑝1 = 1, 𝑞1 = 2, 𝑟1 = 3 에 각각 놓여있고, 각 공에는 𝑥1 = 3, 𝑦1 = 2, 𝑧1 = 1 이 쓰여있

다. 세 공 𝑃 , 𝑄, 𝑅 에 대해 다음 시행을 반복한다. 시행에서 ℎ 는 양수이다. (단, 공의 크기는 무시한다.)

[시행]

(가) 세 공에 쓰여있는 수들의 평균을 계산한다.

(나) 𝑃  에 쓰여있는 수에 ℎ 를 곱한 값과 𝑃  의 현재 위치를 더한 값으로 𝑃  의 위치를 옮긴다.

(다) (가)에서 계산한 평균에서 𝑃  에 쓰여있는 수를 뺀 값에 ℎ 를 곱한다. 그 결과와 현재 𝑃  에 쓰여있는 수를 

더한 값을 𝑃  에 쓰여있는 수로 고쳐 쓴다.

(라) 𝑃  대신 𝑄 와 𝑅 에 대해서도 (나)와 (다)를 같은 방식으로 적용하여 공의 위치와 쓰여있는 수를 바꾼다.

시행을 𝑛 번 반복한 후 𝑃 , 𝑄, 𝑅 의 위치를 각각 𝑝𝑛+1, 𝑞𝑛+1, 𝑟𝑛+1 이라 하고, 각 공에 쓰여있는 수를 𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1, 

𝑧𝑛+1 이라 하자. (아래 그림은 ℎ = 0.5 인 경우 첫 번째 시행 전후의 위치와 쓰여있는 수의 예이다: 시행 전 𝑃(3)@1, 

𝑄(2)@2, 𝑅(1)@3 → 시행 후 𝑃(2.5)@2.5, 𝑄(2)@3, 𝑅(1.5)@3.5.)

3–1.
시행을 2 회 반복한 후 세 공에 쓰여있는 수 𝑥3, 𝑦3, 𝑧3 의 평균을 구하시오.

3–2.
시행을 2023 회 반복한 후 𝑃  에 쓰여있는 수 𝑥2024 를 ℎ 에 대한 식으로 나타내시오.

3–3.
시행을 2023 회 반복한 후 공들의 위치가 𝑟2024 ≤ 𝑞2024 ≤ 𝑝2024 를 만족하도록 하는 양수 ℎ 의 값의 범위를 구하시오.
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예시 답안 — 문제 3

설정 — 두 점화식과 「합의 보존」

쓰여있는 수의 갱신은 (다)에 의해

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ(𝑚𝑛 − 𝑥𝑛) = (1 − ℎ)𝑥𝑛 + ℎ𝑚𝑛, 𝑚𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛
3

이고 𝑦, 𝑧 도 같은 꼴이다. 세 식을 더하면 𝑥𝑛+1 + 𝑦𝑛+1 + 𝑧𝑛+1 = (1 − ℎ)(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛) + 3ℎ𝑚𝑛 = (𝑥𝑛 +
𝑦𝑛 + 𝑧𝑛) 이므로 쓰여있는 수들의 합은 시행에 관계없이 항상 6, 따라서 평균 𝑚𝑛 = 2 로 일정하다. 그러면 각 

점화식은 상수 2 를 향한 등비 수렴이 된다:

𝑥𝑛+1 − 2 = (1 − ℎ)(𝑥𝑛 − 2).

3–1.
합이 보존되므로 몇 번을 반복하든 세 수의 합은 6, 평균은 항상 2 이다.

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3
3

= 2

3–2.
𝑥𝑛 − 2 = (1 − ℎ)𝑛−1(𝑥1 − 2) 이고 𝑥1 − 2 = 1 이므로 𝑥𝑛 = 2 + (1 − ℎ)𝑛−1. 2023 회 반복 후는 𝑛 = 2024 이므로

𝑥2024 = 2 + (1 − ℎ)2023

3–3.
위치는 (나)에 의해 𝑝𝑛+1 = 𝑝𝑛 + ℎ𝑥𝑛 이므로 𝑝𝑛+1 = 𝑝1 + ℎ ∑𝑛

𝑘=1 𝑥𝑘. 𝑥𝑘 = 2 + (1 − ℎ)𝑘−1 이고 𝑦𝑘 = 2 (일정), 

𝑧𝑘 = 2 − (1 − ℎ)𝑘−1 이므로, 등비수열의 합 ∑𝑛
𝑘=1 (1 − ℎ)𝑘−1 = 1−(1−ℎ)𝑛

ℎ  를 이용하면

𝑝𝑛+1 = 2 + 2𝑛ℎ − (1 − ℎ)𝑛, 𝑞𝑛+1 = 2 + 2𝑛ℎ, 𝑟𝑛+1 = 2 + 2𝑛ℎ + (1 − ℎ)𝑛.

𝑛 = 2023 을 넣으면 𝑞2024 = 2 + 4046ℎ 이고

𝑝2024 = 𝑞2024 − (1 − ℎ)2023, 𝑟2024 = 𝑞2024 + (1 − ℎ)2023.

따라서 𝑟2024 ≤ 𝑞2024 ≤ 𝑝2024 는 모두 (1 − ℎ)2023 ≤ 0 과 동치이다. 지수 2023 이 홀수이므로 (1 − ℎ)2023 ≤ 0 ⇔
1 − ℎ ≤ 0. 양수 ℎ 이므로

ℎ ≥ 1
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예시 작도 — 𝑥𝑛 = 2 + (1 − ℎ)𝑛−1 의 수렴 양상. 0 < ℎ < 1 이면 2 로 단조 수렴, ℎ = 1 이면 즉시 2, ℎ > 1 이면 부호가 번갈아 

진동한다. 위치 순서 𝑟 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 는 (1 − ℎ)2023 ≤ 0, 즉 ℎ ≥ 1 에서 성립.

핵심. (1) 세 갱신식을 더해 「쓰여있는 수의 합 = 6·평균 = 2 불변」을 얻으면 각 수열은 𝑥𝑛+1 − 2 = (1 − ℎ)(𝑥𝑛 −
2) 의 등비수열, (2) 위치는 그 부분합이므로 등비수열의 합 공식으로 𝑝, 𝑞, 𝑟 를 닫힌형으로 얻는다. (3) 𝑝, 𝑟 는 𝑞 에서 

±(1 − ℎ)2023 만큼 어긋나므로 순서 조건이 (1 − ℎ)2023 ≤ 0 하나로 귀결된다.
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