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1 대수 출처: 2024 AMC 10B 13번

양의 정수 x, y가 등식 √
x+

√
y =

√
1183을 만족시킨다. x+ y의 최솟값은?

(A) 585 (B) 595 (C) 623 (D) 700 (E) 791

핵심아이디어. 먼저 우변을 간단히 합시다. 1183 = 7 · 132이므로 √
1183 = 13

√
7입니다. 그렇다면√

x와 √
y는 둘 다 √

7의 정수배이고, 13을 두 부분으로 나누는 것이라고 짐작할 수 있습니다.

1단계. √
x+

√
y =

√
1183의 양변을제곱하면 x+y+2

√
xy = 1183이므로√

xy는 유리수입니다. 그런데
xy는 정수이므로 √

xy는 정수입니다.

2단계. 그러면 √
x · (

√
x +

√
y) = x +

√
xy는 정수이므로, √x =

x+
√
xy

13
√
7

는 √
7의 유리수배입니다.

√
x = r

√
7이라 쓰면 x = 7r2입니다. 7r2이 정수이고 7은 제곱인 인수를 갖지 않으므로 r의 분모는 1

이어야 합니다. 즉 r은 양의 정수 a입니다. 마찬가지로 √
y = b

√
7, y = 7b2입니다.

3단계. 이제 a
√
7 + b

√
7 = 13

√
7에서 a+ b = 13이고, 다음과 같습니다.

x+ y = 7(a2 + b2).

합 a + b가 고정되어 있으면 a2 + b2 = (a+b)2+(a−b)2

2 이므로, a2 + b2은 a와 b가 가능한 한 가까울 때 가장
작습니다. 13은 홀수이므로 두 수가 같을 수는 없습니다. 따라서 a = 6, b = 7로 잡으면

x+ y = 7(36 + 49) = 7 · 85 = 595.

실제로 x = 252, y = 343이면 √
252 +

√
343 = 6

√
7 + 7

√
7 = 13

√
7입니다. 비교해 보면, 1 + 12, 2 + 11,

3 + 10, 4 + 9, 5 + 8, 6 + 7로 나눌 때 각각 1015, 875, 763, 679, 623, 595가 되어, 두 수가 고르게 나뉠수록
꾸준히 작아집니다.

정답: (B) 595

1
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2 기하 출처: 2020 AMC 10B 14번

아래 그림과 같이 한 변의 길이가 2인 정육각형의 내부에 반원 여섯 개가 있고, 각 반원의 지름은 정육각형의
변과 일치한다. 정육각형의 내부에 있으면서 모든 반원의 외부에 있는 색칠한 영역의 넓이는?

14. As shown in the figure below, six semicircles lie in the interior of a regular hexagon with

side length  so that the diameters of the semicircles coincide with the sides of the

hexagon. What is the area of the shaded region—inside the hexagon but outside all of

the semicircles?

2

A 6 ​ −3 3π

B
​ −

2
9 ​3

2π

C
​ −

2
3 ​3

​

3
π

D 3 ​ −3 π

E
​ −

2
9 ​3

π

(A) 6√3− 3π (B) 9
√
3

2
− 2π (C) 3

√
3

2
− π

3
(D) 3√3− π (E) 9

√
3

2
− π

핵심아이디어.정육각형에서 반원 여섯 개를 빼면 반원끼리 겹치는 부분을 두 번 빼게 되므로, 색칠한
영역을 직접 구합시다. 이 영역은 여섯 방향으로 대칭이므로, 중심을 지나는 선으로 합동인 여섯 조각
으로 잘라 한 조각만 구하면 됩니다.

1단계: 색칠한 영역의꼭짓점. 중심을 O라 합시다. 이웃한 두 반원(반지름 1)의 중심은 두 변의 중점입
니다. 두 반원은 모두 두 변이 공유하는 정육각형의 꼭짓점을 지나고, 또 다른 한 점에서 다시 만납니다.
그 점은 두 중점을 잇는 직선에 대하여 그 꼭짓점을 대칭이동한 점입니다. 꼭짓점은 O에서 2만큼 떨어져
있고 그 직선은 O에서 √

3 cos 30◦ = 3
2 만큼 떨어져 있으므로, 대칭이동한 점은 O에서 2 · 3

2 − 2 = 1만큼
떨어져 있습니다. 따라서 여섯 개의 “별의 끝점” P , Q, ⋯는 O를 둘러싸는 한 변의 길이가 1인 정육각형을
이룹니다.

O

M

PQ

2단계: 한조각. 위쪽 변을 택하고 그 중점을 M이라 합시다. 그러면 OP = OQ = PQ = 1(작은 정육각
형의 변)이고 MP = MQ = 1(반지름)입니다. 따라서 OPMQ는 한 변의 길이가 1인 정삼각형 두 개로
이루어진 마름모이고, 넓이는 2 ·

√
3
4 =

√
3
2 입니다.

2
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이 마름모에서 색칠한 부분은 마름모 안에 있는 반원 부분을 빼고 남은 부분입니다. 빼는 부분은 중심이 M

이고 중심각이 ∠PMQ = 60◦, 반지름이 1인 부채꼴이며, 그 넓이는 60
360 · π · 12 = π

6 입니다.

3단계: 전체. 한 조각의 넓이가
√
3
2 − π

6 이므로, 색칠한 영역의 넓이는 다음과 같습니다.

6

(√
3

2
− π

6

)
= 3

√
3− π.

주의.정육각형의 넓이는 6 ·
√
3
4 · 22 = 6

√
3이고 반원 여섯 개의 넓이의 합은 6 · π

2 = 3π이므로, “정육
각형 빼기 반원”을 계산하면 6

√
3− 3π, 즉 선택지 (A)가 나옵니다. 하지만 이웃한 반원들은 각 꼭짓점

근처의 렌즈 모양 부분에서 겹치고, 그 렌즈들이 두 번 빠집니다.

정답: (D) 3√3− π

3 경우의수와확률 출처: 2021 가을 AMC 10B 16번

원 둘레에 공 다섯 개가 놓여 있다. 크리스가 이웃한 두 공을 무작위로 골라 서로 자리를 바꾼다. 이어서 실바도
같은 일을 하는데, 실바가 자리를 바꿀 이웃한 두 공을 고르는 것은 크리스의 선택과 독립이다. 이렇게 두 번
연달아 자리를 바꾼 뒤, 처음 위치에 있는 공의 개수의 기댓값은?

(A) 1.6 (B) 1.8 (C) 2.0 (D) 2.2 (E) 2.4

핵심 아이디어. 대칭성 때문에 크리스가 어느 쌍을 고르는지는 중요하지 않습니다. 크리스의 쌍을
고정하고, 실바가 같은 확률로 고르는 5개의 쌍을 크리스의 쌍과 겹치는 정도에 따라 나누어 봅시다.

1단계. 원 위의 위치에 1, . . . , 5로 번호를 붙이고, 크리스가 위치 1과 2의 공을 바꾼다고 합시다. 실바가
고를 수 있는 쌍은 {1, 2}, {2, 3}, {5, 1}, {3, 4}, {4, 5}의 5가지이고, 각각의 확률은 1

5 입니다.

2단계. 같은쌍 {1, 2}: 실바가 두 공을 다시 바꾸므로 5개의 공이 모두 제자리로 돌아옵니다. 확률은 1
5

입니다.
공하나를공유하는쌍 ({2, 3} 또는 {5, 1}): 세 공이 돌아가며 자리를 옮기고 나머지 2개는 그대로입니다.
예를 들어 {1, 2} 다음에 {2, 3}을 바꾸면, 처음에 위치 1, 2, 3에 있던 공은 각각 3, 1, 2로 가고, 공 4와 5는
전혀 움직이지 않습니다. 확률은 2

5 입니다.
겹치지않는쌍 ({3, 4}또는 {4, 5}): 네공이제자리를벗어나고 1개만제자리에남습니다. 확률은 2

5 입니다.

3단계. 기댓값은 다음과 같습니다.

5 · 1
5
+ 2 · 2

5
+ 1 · 2

5
=

5 + 4 + 2

5
=

11

5
= 2.2.

다른 풀이. 기댓값의 선형성을 이용해 봅시다. 어떤 공이 제자리에 있게 되는 것은 두 번의 교환 모두 그
공을 건드리지 않는 경우(확률 (

3
5

)2
= 9

25 )이거나, 두 사람이 그 공을 포함하는 같은 쌍을 고르는 경우(확률

3
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2 · 1
25 = 2

25 )입니다. (한번의교환만그공을움직이거나서로다른두교환이움직이면, 그공은다른자리에
놓입니다.) 따라서 각 공이 제자리에 있을 확률은 11

25 이고, 기댓값은 5 · 11
25 = 2.2입니다.

정답: (D) 2.2

4 기하 출처: 2012 AMC 10B 16번

반지름이 2인 세 원이 서로 접한다. 그림과 같이 세 원과 이 원들로 둘러싸인 영역의 넓이의 합은?
16. Three circles with radius  are mutually tangent. What is the total area of the circles and

the region bounded by them, as shown in the figure?

2

A 10π + 4 ​3

B 13π − ​3

C 12π + ​3

D 10π + 9

E 13π

(A) 10π + 4
√
3 (B) 13π −

√
3 (C) 12π +

√
3 (D) 10π + 9 (E) 13π

핵심아이디어.구하는 영역은 하나로 이어진 도형으로, 세 원판에 그 사이의 굽은 틈을 더한 것입니다.
세 중심을 이으면 삼각형이 생기고, 이 도형은 정확히 그 삼각형에 삼각형 밖으로 튀어나온 원판 부분
들을 더한 것입니다.

1단계. 반지름이 2인 두 원이 접하면 중심 사이의 거리는 2 + 2 = 4이므로, 세 중심은 한 변의 길이가 4인
정삼각형을 이룹니다. 각 접점은 이 삼각형의 변 위에 있으므로 삼각형은 틈 전체를 포함합니다. 삼각형의
넓이는 다음과 같습니다. √

3

4
· 42 = 4

√
3.

2단계. 각 원판은 삼각형에 의해 둘로 나뉩니다. 안쪽 부분은 60◦ 부채꼴(정삼각형의 한 각)이고, 바깥쪽
부분은 360◦ − 60◦ = 300◦ 부채꼴이며, 그 넓이는 다음과 같습니다.

300

360
· π · 22 = 5

6
· 4π =

10π

3
.

3단계. 이 도형은 삼각형에 300◦ 부채꼴 세 개를 더한 것입니다.

4
√
3 + 3 · 10π

3
= 10π + 4

√
3.

다른 방법으로 확인해 봅시다. 세 원판 전체의 넓이는 12π이고, 틈은 삼각형에서 60◦ 부채꼴 세 개를 뺀
것이므로 4

√
3− 3 · 4π

6 = 4
√
3− 2π입니다. 둘을 더하면 12π + 4

√
3− 2π = 10π + 4

√
3입니다.

4
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주의.삼각형 전체를 세 개의온전한원판에 더하면 60◦ 부채꼴 세 개를 두 번 세게 되어 12π + 4
√
3이

나오는데, 이것은 선택지에 없습니다.

정답: (A) 10π + 4
√
3

5 대수 출처: 2020 AMC 10A 17번

다음과 같이 정의한다.
P (x) = (x− 12)(x− 22) · · · (x− 1002).

P (n) ≤ 0을 만족시키는 정수 n은 몇 개인가?

(A) 4900 (B) 4950 (C) 5000 (D) 5050 (E) 5100

핵심아이디어. 여러 인수의 곱은 음수인 인수가 홀수 개일 때, 그리고 그때에만 음수입니다. n이 근
12, 22, . . . , 1002을 하나씩 지나갈 때 음수인 인수 (n− k2)의 개수가 어떻게 바뀌는지 따라가 봅시다.

1단계: 부호. n < 1이면 100개의 인수가 모두 음수입니다. 100은 짝수이므로 P (n) > 0입니다. n > 1002

이면 모든 인수가 양수이므로 P (n) > 0입니다.
1부터 99까지의 어떤 k에 대하여 k2 < n < (k + 1)2이면, 인수 n − 12, . . . , n − k2은 양수이고 나머지
100 − k개는 음수입니다. 따라서 P (n) < 0일 필요충분조건은 100 − k가 홀수, 즉 k가 홀수인 것입니다.
근에서는 P (n) = 0입니다.

2단계: 해당하는정수. 따라서 P (n) ≤ 0을 만족시키는 정수는 정확히 다음 구간들에 속하는 정수입니다.

[12, 22], [32, 42], . . . , [992, 1002].

모든근 k2은이구간들중하나의끝점이고, (22, 32)과같은틈의내부에있는정수에서는 P (n) > 0입니다.

3단계: 세기. k가 홀수일 때 구간 [k2, (k + 1)2]에는 정수가 (k + 1)2 − k2 + 1 = 2k + 2개 있습니다. 이
구간들은 서로 겹치지 않습니다. k = 1, 3, . . . , 99(50개의 값)에 대하여 더하면 다음과 같습니다.∑

(2k + 2) = 2(1 + 3 + · · ·+ 99) + 2 · 50 = 2 · 2500 + 100 = 5100.

주의. a부터 b까지의 정수의 개수는 b− a가 아니라 b− a+ 1입니다. +1을 빠뜨리면 구간마다 2k+ 1

개로 세게 되어 2 · 2500 + 50 = 5050, 즉 선택지 (D)가 나옵니다.

정답: (E) 5100

5
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6 기하 출처: 2023 AMC 10A 19번

A(1, 2)와 B(3, 3)을 잇는 선분을 점 P (r, s)를 중심으로 회전시키면 A′(3, 1)과 B′(4, 3)을 잇는 선분이 된다.
|r − s|의 값은?

(A) 1
4

(B) 1
2

(C) 3
4

(D) 2
3

(E) 1

핵심아이디어.회전하면 모든 점이 중심 둘레의 원을 따라 움직이므로, 중심에서 한 점까지의 거리와
그 점이 옮겨진 점까지의 거리는 같습니다. 따라서 P 는 AA′의 수직이등분선 위에도 있고 BB′의
수직이등분선 위에도 있습니다.

1단계. B(3, 3)과 B′(4, 3)은 같은 수평선 위에 있으므로, BB′의 수직이등분선은 중점을 지나는 수직선
x = 7

2 입니다.

2단계. AA′에 대해서는 PA2 = PA′2으로 놓습니다.

(x− 1)2 + (y − 2)2 = (x− 3)2 + (y − 1)2.

전개하여 x2과 y2을 소거하면 −2x+ 1− 4y + 4 = −6x+ 9− 2y + 1이므로 4x− 2y = 5입니다.

3단계. x = 7
2 를 대입하면 14− 2y = 5이므로 y = 9

2 입니다. 따라서 P =
(
7
2 ,

9
2

)입니다.

확인. PA2 =
(
5
2

)2
+
(
5
2

)2
= 25

2 = PA′2이고 PB2 =
(
1
2

)2
+
(
3
2

)2
= 5

2 = PB′2입니다. 또 A → A′와
B → B′ 모두 P 를 중심으로 같은 각(탄젠트가 3

4 인 각, 시계 반대 방향)만큼 돌아가므로, 실제로 하나의
회전입니다.
따라서 |r − s| =

∣∣7
2 − 9

2

∣∣ = 1입니다.

정답: (E) 1

6
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7 경우의수와확률 출처: 2021 AMC 10A 20번

수열 1, 2, 3, 4, 5를 재배열할 때, 연속한 세 항이 증가하는 경우가 없고 연속한 세 항이 감소하는 경우도 없도록
하는 방법의 수는?

(A) 10 (B) 18 (C) 24 (D) 32 (E) 44

핵심아이디어. “세 항이 연달아 같은 방향으로 가지 않는다”는 것은 이웃한 항 사이의 네 단계가 번
갈아 나타나야 한다는 뜻입니다. 즉 올라감, 내려감, 올라감, 내려감이거나 내려감, 올라감, 내려감,
올라감입니다. 그다음 가장 큰 수 5를 놓습니다. 5는 봉우리에만 올 수 있습니다.

1단계: 패턴. 배열을 a, b, c, d, e라 합시다. 연속한 두 단계가 같은 방향이면 그 세 항은 증가하거나 감소합
니다. 따라서 단계는 번갈아 나타나야 하고, a < b > c < d > e 또는 a > b < c > d < e입니다.

2단계: a < b > c < d > e세기. a, c, e는 각각 이웃한 어떤 항보다 작으므로, 5는 b 또는 d여야 합니다.
b = 5라 하고 d = r이라 합시다. 남은 조건은 c < r과 e < r입니다 (a < 5와 c < 5는 저절로 성립합니다).
따라서 c와 e는 r보다 작은 r − 1개의 수 중 서로 다른 두 수를 순서대로 고른 것이므로 (r − 1)(r − 2)

가지이고, 남은 한 수가 a입니다. r = 1, 2, 3, 4에 대해 이 값은 0 + 0 + 2 + 6 = 8입니다.
대칭(배열을 거꾸로 뒤집기)에 의해 d = 5인 것도 8개입니다. 따라서 이 패턴의 배열은 16개입니다.

3단계: 다른패턴. 각 항 x를 6− x로 바꾸면 a < b > c < d > e 배열이 a > b < c > d < e 배열로 바뀌고
그 반대도 성립하므로, 이런 배열도 16개입니다.

합계. 16 + 16 = 32.

주의.두 패턴 중 하나만 세면 16이 되는데, 이것은 선택지에 없습니다. 패턴 하나를 빠뜨렸다는 신호
입니다.

정답: (D) 32
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8 정수론 출처: 2018 AMC 10B 21번

메리는 짝수인 4자리 수 n을 하나 골랐다. 메리는 n의 모든 약수를 왼쪽에서 오른쪽으로 증가하는 순서대로
적었다: 1, 2, . . . , n

2 , n. 어느 순간 메리는 n의 약수로 323을 적었다. 323의 바로 오른쪽에 적힌 다음 약수로
가능한 가장 작은 값은?

(A) 324 (B) 330 (C) 340 (D) 361 (E) 646

핵심아이디어.핵심은 크기 제한 n ≤ 9999입니다. 3232은 이미 9999보다 훨씬 크므로, 다음 약수 d는
323 = 17 · 19와 서로소일 수 없습니다. 323과 공약수를 가지려면 d는 323보다 적어도 17만큼 커야
합니다.

1단계: 소인수분해. 323 = 17 · 19이고, 3232 = 104,329입니다.

2단계: d는 323과공약수를가진다. d > 323을 다음 약수라 합시다. gcd(d, 323) = 1이면 323과 d가 모두
n의 약수이고 공약수가 없으므로 323d도 n의 약수입니다. 그런데 323d > 323 · 323 = 104,329 > 9999

이므로 4자리 수 n에서는 불가능합니다. 따라서 g = gcd(d, 323)의 값은 17, 19, 323 중 하나입니다.

3단계: 하한. g는 d와 323을 모두 나누므로 d − 323도 나눕니다. d − 323 > 0이므로 d − 323 ≥ g ≥ 17

이고, 따라서 d ≥ 340입니다.

4단계: 340은 실제로 가능하다. n은 323 = 17 · 19와 340 = 22 · 5 · 17로 모두 나누어떨어져야 하므로
lcm = 22 · 5 · 17 · 19 = 6460으로 나누어떨어져야 합니다. n = 6460으로 잡으면 이는 짝수인 4자리
수이고, 323과 340이 모두 약수이며, 3단계에 의해 그 사이에는 약수가 없습니다. (그 근처의 약수는
. . . , 190, 323, 340, 380, . . .입니다.)

주의. n이 짝수이므로 2 · 323 = 646은 항상 n의 약수이고, 조건을 만족하는 대부분의 n(1292나 3230

등)에서는 실제로 이것이 다음 약수입니다. 여기서 멈추면 646, 즉 E가 됩니다. 하지만 문제는가능한
가장작은값을 묻습니다.

주의. 324가 가장 작아 보이지만 gcd(324, 323) = 1이므로 2단계에 의해 불가능합니다. 이것이 A
입니다.

정답: (C) 340
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9 대수 출처: 2024 AMC 10A 23번

정수 a, b, c가 다음을 만족한다.
ab+ c = 100,

bc+ a = 87,

ca+ b = 60.

ab+ bc+ ca의 값은?

(A) 212 (B) 247 (C) 258 (D) 276 (E) 284

핵심아이디어.세 식이 거의 대칭이므로 두 식을 빼 봅시다. 그 차는 인수분해됩니다. 우변의 차가 소수
13이고 변수가 정수이므로, 인수분해된 식에서 가능한 경우는 몇 개뿐입니다.

1단계: 빼고인수분해하기. 첫째 식에서 둘째 식을 빼면

ab+ c− bc− a = 13 =⇒ b(a− c)− (a− c) = 13 =⇒ (a− c)(b− 1) = 13.

2단계: 네가지경우. 13은 소수이므로 (a− c, b− 1)은 (1, 13), (13, 1), (−1,−13), (−13,−1) 중 하나입니
다. 각 경우에 b와 (c로 나타낸) a를 bc+ a = 87에 대입합니다.

• b = 14, a = c+ 1: 14c+ c+ 1 = 87에서 15c = 86이므로 정수가 아닙니다.

• b = 2, a = c+ 13: 2c+ c+ 13 = 87에서 3c = 74이므로 정수가 아닙니다.

• b = −12, a = c− 1: −12c+ c− 1 = 87에서 −11c = 88이므로 c = −8, a = −9입니다.

• b = 0, a = c − 13: 0 + c − 13 = 87에서 c = 100, a = 87입니다. 그러나 이때 ca + b = 8700 ̸= 60

이므로 성립하지 않습니다.

3단계: 확인하고마무리하기. (a, b, c) = (−9,−12,−8)일 때 ab+c = 108−8 = 100, bc+a = 96−9 = 87,
ca+ b = 72− 12 = 60으로 세 식이 모두 성립합니다. 따라서

ab+ bc+ ca = 108 + 96 + 72 = 276.

다른 풀이. 세 식을 모두 더하면 ab + bc + ca + (a + b + c) = 247입니다. a + b + c = −29이므로
ab+ bc+ ca = 247 + 29 = 276입니다.

주의.세 식을 더한 뒤 247, 즉 (B)에서 멈추면 좌변에 a+ b+ c도 들어 있다는 것을 잊은 것입니다.

정답: (D) 276
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10 정수론 출처: 2017 AMC 10B 23번

1부터 44까지의 정수를 차례대로 이어 써서 만든 79자리 수를

N = 123456789101112 . . . 4344

라 하자. N을 45로 나눈 나머지는?

(A) 1 (B) 4 (C) 9 (D) 18 (E) 44

핵심아이디어. 45 = 5× 9이고, 5와 9에는 모두 빠른 판정법이 있습니다. 5는 일의 자리 숫자로, 9는
각 자리 숫자의 합으로 판정합니다. 그러니 N을 5와 9로 각각 나눈 나머지를 구한 뒤 합칩시다.

1단계. 5로 나눈 나머지. 어떤 수를 5로 나눈 나머지는 일의 자리 숫자에만 달려 있습니다. N 은 4로
끝나므로, N을 5로 나눈 나머지는 4입니다.

2단계. 9로나눈나머지. 어떤 수와 그 수의 각 자리 숫자의 합은 9로 나눈 나머지가 같습니다. N의 숫자들
은 바로 1, 2, . . . , 44의 숫자들이므로, N의 각 자리 숫자의 합은 1, 2, . . . , 44 각각의 자리 숫자의 합을 모두
더한 것입니다. 이 수들도 각각 9로 나눈 나머지가 자기 자리 숫자의 합과 같으므로 다음이 성립합니다.

N ≡ 1 + 2 + · · ·+ 44 =
44 · 45

2
= 990 (mod 9).

990 = 9 · 110이므로 N은 9의 배수입니다.

3단계. 합치기. 0 ≤ R ≤ 44인 나머지 R 중에서 9의 배수이면서 5로 나눈 나머지가 4인 것을 찾아야 합
니다. 이 범위의 9의 배수는 0, 9, 18, 27, 36이고, 이들을 5로 나눈 나머지는 각각 0, 4, 3, 2, 1입니다. 조건을
만족하는 것은 R = 9뿐입니다. (5와 9는 서로소이므로, 45보다 작은 그런 나머지는 정확히 하나입니다.)

주의. 1단계의 나머지 4는 45가 아니라 5로 나눈 나머지입니다. 거기서 멈추면 (B)를 고르게 됩니다.

정답: (C) 9
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