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Ⅱ. 예시답안

문제 1 쌍곡선과 점근선, 그리고 단위벡터의 내적 거리의 차의 자취 · 점근선 · 내적의 최솟값

(1) |𝐴𝐶 − 𝐵𝐶| 값의 범위는 닫힌구간 [0,  4]
(a) 거리의 차가 일정한 점의 자취를 먼저 파악한다. 𝑘 ≥ 0인 상수에 대해 |𝐴𝐶′ − 𝐵𝐶′| = 𝑘를 만족하는 점 𝐶′의 자취

를 생각하자. 삼각부등식에서 |𝐴𝐶′ − 𝐵𝐶′| ≤ 𝐴𝐵 = 6이므로 𝑘 > 6인 자취는 없다.

• 𝑘 = 0 : 𝐴𝐶′ = 𝐵𝐶′이므로 선분 𝐴𝐵의 수직이등분선, 곧 𝑦축.

• 0 < 𝑘 < 6 : 두 초점 𝐴(−3, 0), 𝐵(3, 0)까지의 거리의 차가 일정하므로 쌍곡선이며, 그 방정식은

𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1 (𝑎, 𝑏 > 0,  𝑘 = 2𝑎), 𝑎2 + 𝑏2 = 32 = 9

이다 (주축의 길이가 𝑘 = 2𝑎, 초점거리가 𝑐 = 3). 점근선은 𝑦 = ±(𝑏/𝑎)𝑥이다.

• 𝑘 = 6 : 𝑥축 위의 점들 가운데 선분 𝐴𝐵 바깥의 점들(두 반직선).
(b) 주어진 원과 만나지 못하는 𝑘가 언제부터인지 본다. 주어진 원은 𝑥2 + (𝑦 − 3)2 = 8이고 원판 𝐷는 𝑥2 + (𝑦 − 3)2 ≤

8이다. 원판의 가장 낮은 점은 (0,  3 − 2
√

2)이고 3 − 2
√

2 ≈ 0.17 > 0이므로 𝐷는 𝑥축과 만나지 않는다. 따라서 

𝑘 = 6은 일어날 수 없다. 한편 중심 (0, 3) ∈ 𝐷는 𝑦축 위의 점이므로 𝑘 = 0은 실제로 얻어진다.
(c) 𝑎가 커질수록 쌍곡선은 𝑦축에서 멀어진다. 점 (𝑥, 𝑦) (𝑥 ≠ 0)를 고정하고

𝐺(𝑎) = 𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

9 − 𝑎2 (0 < 𝑎 < 3)

로 두면, 𝑎가 커질 때 𝑥2/𝑎2은 줄고 𝑦2/(9 − 𝑎2)은 커지므로 𝐺는 순감소한다. 또 𝑎 → 0+에서 𝐺 → +∞, 𝑎 → 3−에

서 𝐺 → −∞이므로 𝐺(𝑎0) = 1인 𝑎0가 유일하게 존재하고, 그 점이 바로 이 점을 지나는 자취의 𝑎값이다. 순감소성

에서

𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

9 − 𝑎2 ≤ 1 ⇔ 𝑎 ≥ 𝑎0 ⇔ 2𝑎 ≥ 𝑘 = |𝐴𝐶 − 𝐵𝐶|

를 얻는다. 즉 |𝐴𝐶 − 𝐵𝐶| ≤ 2𝑎인 영역은 정확히 
𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

9 − 𝑎2 ≤ 1인 영역(두 가지 사이의 영역)이다.

(d) 원과 접하는 쌍곡선을 찾는다. 쌍곡선의 방정식을 𝑥2에 대하여 풀면

𝑥2 = 𝑎2(1 + 𝑦2

𝑏2 ) = 𝑎2 + (𝑎2

𝑏2 )𝑦2

이고, 이를 원의 방정식 𝑥2 + (𝑦 − 3)2 = 8에 대입하면

𝑎2 + (𝑎2

𝑏2 )𝑦2 + (𝑦 − 3)2 = 8 ⇒ (1 + 𝑎2

𝑏2 )𝑦2 − 6𝑦 + (𝑎2 + 1) = 0.

그런데 1 + 𝑎2/𝑏2 = (𝑎2 + 𝑏2)/𝑏2 = 9/𝑏2이므로
9
𝑏2 𝑦2 − 6𝑦 + (𝑎2 + 1) = 0

이다. 이는 쌍곡선과 원의 교점의 𝑦좌표가 만족하는 이차방정식이다. 쌍곡선과 원은 모두 𝑦축에 대칭이므로 두 도형

이 접할 때 두 접점의 𝑦좌표는 서로 같고, 따라서 이 이차방정식은 중근을 가져야 한다. 판별식을 0으로 두면

36 − 4 × 9
𝑏2 × (𝑎2 + 1) = 0 ⇒ 𝑏2 = 𝑎2 + 1

이고, 이를 𝑎2 + 𝑏2 = 9와 연립하면 𝑎2 = 4, 𝑏2 = 5이다. 즉 원에 접하는 쌍곡선은

𝑥2

4
− 𝑦2

5
= 1, 𝑘 = 2𝑎 = 4

이고, 접점의 𝑦좌표는 𝑦 = 6/(2 ⋅ 9/5) = 5/3, 𝑥2 = 4(1 + (25/9)/5) = 56/9이므로 접점은 (±2
√

14
3

,  5
3
)이다.

(e) 최댓값이 정말 4임을 확인한다. (c)에 의해 |𝐴𝐶 − 𝐵𝐶| ≤ 4는 𝑥2/4 − 𝑦2/5 ≤ 1과 같은 말이다. 원판 위의 점은 

𝑥2 ≤ 8 − (𝑦 − 3)2을 만족하므로
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𝑥2

4
− 𝑦2

5
− 1 ≤ 8 − (𝑦 − 3)2

4
− 𝑦2

5
− 1 = − 9

20
𝑦2 + 3

2
𝑦 − 5

4
= − 9

20
(𝑦 − 5

3
)

2
≤ 0

이다. 마지막 등식은 완전제곱으로 정리한 것이다. 따라서 원판의 모든 점에서 |𝐴𝐶 − 𝐵𝐶| ≤ 4이고, 등호는 𝑦 =
5/3이면서 𝑥2 = 8 − (𝑦 − 3)2 = 56/9일 때, 곧 (d)에서 구한 두 접점에서만 성립한다.

(f) 범위가 구간 전체임을 확인한다. |𝐴𝐶 − 𝐵𝐶|는 점 𝐶에 대한 연속함수이고 원판 𝐷는 유계인 닫힌집합이며 𝐷는 연

결된 집합이므로, 값의 집합은 최솟값 0과 최댓값 4를 잇는 구간 전체이다 (사잇값 정리).

0 ≤ |𝐴𝐶 − 𝐵𝐶| ≤ 4, 즉 값의 범위는 [0,  4].

[답안 그림 1] |𝐴𝐶′ − 𝐵𝐶′| = 𝑘인 점의 자취. 𝑘가 커질수록 자취는 𝑦축에서 멀어지고, 𝑘 = 4일 때 원에 접한다.

(2) 최솟값 = 1
9

(a) ‘좋은 점’의 조건을 도형의 언어로 바꾼다. (1)의 결론과 (c)에 의해

|𝐴𝑃 − 𝐵𝑃| ∈ [0,  4] ⇔ 𝑃 ∈ 𝑅 ≔ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥2

4
− 𝑦2

5
≤ 1}

이다. 𝑅은 쌍곡선 𝑥2/4 − 𝑦2/5 = 1이 좌표평면을 나누는 세 영역 가운데 원점을 포함하는 영역(경계 포함)이다.

한편 𝑘가 모든 실수를 지날 때 𝑂𝐸𝑘
 = 𝑘 ⋅ 𝑂𝐷인 점 𝐸𝑘 전체는 직선 𝑂𝐷 전체이다 (𝑘 = 0이면 𝐸𝑘 = 𝑂, 𝑘 > 0이면 

반직선 𝑂𝐷, 𝑘 < 0이면 그 반대쪽 반직선). 따라서

𝐷가 좋은 점 ⇔ 직선 𝑂𝐷 위의 모든 점이 𝑅에 속한다.
(b) 𝑅 안에 통째로 들어가는 직선을 모두 찾는다. 원점을 지나는 직선은 𝑦 = 𝑚𝑥 또는 𝑥 = 0이다.

• 𝑦 = 𝑚𝑥 : 𝑅의 조건에 대입하면 모든 실수 𝑥에 대하여

𝑥2

4
− 𝑚2𝑥2

5
= 𝑥2(1

4
− 𝑚2

5
) ≤ 1

이어야 한다. 𝑥2은 얼마든지 커질 수 있으므로 이것이 성립할 필요충분조건은 괄호 안이 0 이하인 것, 즉

1
4

− 𝑚2

5
≤ 0 ⇔ 𝑚2 ≥ 5

4
⇔ |𝑚| ≥

√
5

2
.

• 𝑥 = 0 (𝑦축) : −𝑦2/5 ≤ 1이 항상 성립하므로 언제나 𝑅 안에 있다.

여기서 
√

5/2 = 𝑏/𝑎는 정확히 쌍곡선의 점근선의 기울기이다. 따라서 좋은 점 전체의 집합은 두 점근선 𝑦 = ±
√

5
2

𝑥 

사이의 두 영역

𝑅1 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ≥
√

5
2

|𝑥|}, 𝑅2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ≤ −
√

5
2

|𝑥|}

의 합집합이다 (경계선 포함).

3
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[답안 그림 2] 영역 𝑅(쌍곡선 사이)과 그 안에 통째로 들어가는 직선들이 쓸고 지나가는 영역 𝑅1 ∪ 𝑅2 (회색).

(c) 내적을 각으로 바꾼다. 𝐷1, 𝐷2가 원점이 아닌 좋은 점일 때 𝑢⃗𝑖 = 𝑂𝐷𝑖
/ |𝑂𝐷𝑖

|는 단위벡터이므로

| 𝑂𝐷1


|𝑂𝐷1
|

⋅ 𝑂𝐷2


|𝑂𝐷2
|

| = |𝑢⃗1 ⋅ 𝑢⃗2| = | cos 𝜃| (𝜃 = 𝑢⃗1 과 𝑢⃗2 가 이루는 각)

이다. 𝑅2는 𝑅1의 원점대칭이므로, 𝐷2 ∈ 𝑅2이면 −𝐷2 ∈ 𝑅1이고 𝑢⃗2가 −𝑢⃗2로 바뀌어도 | cos 𝜃|는 변하지 않는다. 따

라서 두 점 모두 𝑅1에 있다고 가정해도 값의 범위는 같다.
(d) 𝑅1이 허용하는 방향의 폭을 잰다. 𝑅1의 두 경계 반직선의 방향은 점근선 방향

2,  
√

5
3

와
−2,  

√
5

3
이다 (22 + (

√
5)

2
= 9이므로 두 벡터 모두 크기가 1인 단위벡터이다). 각각이 𝑥축의 양의 방향과 이루는 각을 𝛼, 

𝜋 − 𝛼라 하면 tan 𝛼 =
√

5/2이고, 𝑅1 안의 점이 정하는 방향의 편각은 정확히 구간 [𝛼,  𝜋 − 𝛼]를 채운다. 그 폭은

(𝜋 − 𝛼) − 𝛼 = 𝜋 − 2𝛼
이다. 점근선의 기울기의 절댓값 

√
5/2 ≈ 1.118이 1보다 크므로 𝛼 > 𝜋/4이고, 따라서

𝜃 ≤ 𝜋 − 2𝛼 < 𝜋 − 𝜋
2

= 𝜋
2
,

즉 두 벡터가 이루는 각은 항상 예각(또는 0)이다.
(e) 따라서 최솟값은 각이 가장 벌어질 때 나온다. 0 ≤ 𝜃 < 𝜋/2에서 cos 𝜃 > 0이므로 | cos 𝜃| = cos 𝜃이고, cos는 이 구

간에서 감소함수이므로 𝜃가 최대일 때 최소가 된다. 𝜃의 최댓값은 𝜋 − 2𝛼이며, 이는 𝐷1과 𝐷2가 각각 다른 점근선 

위에 있을 때 실제로 얻어진다. 그때

| 𝑂𝐷1


|𝑂𝐷1
|

⋅ 𝑂𝐷2


|𝑂𝐷2
|

| = (2,  
√

5
3

) ⋅ (−2,  
√

5
3

) = −4 + 5
9

= 1
9
.

(점근선 위의 점은 (b)에서 |𝑚| =
√

5/2인 경계의 경우로 실제로 좋은 점이므로, 이 값은 실현 가능하다.)

min| 𝑂𝐷1


|𝑂𝐷1
|

⋅ 𝑂𝐷2


|𝑂𝐷2
|

| = ((2
3
,  

√
5

3
)) ⋅ ((−2

3
,  

√
5

3
)) = 1

9

4
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[답안 그림 3] 𝑅1 안의 방향은 편각 [𝛼,  𝜋 − 𝛼]를 채우고 그 폭은 𝜋 − 2𝛼 ≈ 83.6° < 90°이다. 두 점근선 방향에서 각이 최대가 되어 내적

이 최소 1/9가 된다.

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)

𝑥2

4
− 𝑦2

5
= 1이 원과 접하고 초점이 (±3,  0)인 쌍곡선의 방정식임을 알고, |𝐴𝐶 − 𝐵𝐶| 값의 범위

를 [0, 4]로 구함.
2점

(2)

좋은 점이 있을 수 있는 영역이 그림과 같이 
𝑥2

4
− 𝑦2

5
= 1의 두 점근선 𝑦 = ±

√
5

2
𝑥 사이의 회색 영

역임을 알고, 𝐷1과 𝐷2가 두 점근선에서 하나씩 택했을 때 | 𝑂𝐷1


|𝑂𝐷1
|

⋅ 𝑂𝐷2


|𝑂𝐷2
|

|의 값이 최소임을 알며, 그 

값이 (2
3
,
√

5
3

) ⋅ (−2
3
,
√

5
3

) = 1
9

임을 안다.

3점

문제 2 정육각형 격자 위를 무작위로 걷는 로봇 격자의 이분성 · 벡터의 합 · 확률의 덧셈정리

[준비] 이동을 벡터로 정리한다

정육각형 격자의 꼭짓점은 이웃한 세 변이 뻗어 나가는 방향에 따라 두 종류로 나뉜다. 원점 𝑂와 같은 종류를 𝑨형, 점 

(−1, 0)과 같은 종류를 𝑩형이라 하자. 한 변은 항상 𝐴형과 𝐵형을 잇는다. 그림에서 𝐴형 꼭짓점에서 뻗는 세 방향은 서

로 120°씩 벌어진 단위벡터

𝑒1⃗ = (−1,  0), 𝑒2⃗ = (1
2
,  

√
3

2
), 𝑒3⃗ = (1

2
,  −

√
3

2
)

이고, 𝐵형 꼭짓점에서 뻗는 세 방향은 그 반대인 −𝑒1⃗,  −𝑒2⃗,  −𝑒3⃗이다. (𝑒1⃗ + 𝑒2⃗ + 𝑒3⃗ = 0이⃗고 𝑒𝑖⃗ ⋅ 𝑒𝑗⃗ = −1/2 (𝑖 ≠ 𝑗)
이다.)

따라서 홀수 번째 걸음은 +𝑒,⃗ 짝수 번째 걸음은 −𝑒 ⃗꼴이며, 세 방향의 선택은 매 걸음 서로 독립이다. 𝑖번째 걸음에서 고

른 방향을 𝑣𝑖⃗ ∈ {𝑒1⃗, 𝑒2⃗, 𝑒3⃗}이라 하면

𝑂𝐷𝑛
 = 𝑣1⃗ − 𝑣2⃗ + 𝑣3⃗ − ⋯ + (−1)𝑛−1𝑣𝑛⃗.

특히 𝐷𝑛은 𝑛이 홀수이면 𝐵형, 짝수이면 𝐴형 꼭짓점이다. 원점은 𝐴형이므로 홀수 초에는 결코 원점에 있을 수 없다.

(1) 𝑛이 짝수이면 
𝑛
2

√
3, 𝑛이 홀수이면 √3𝑛2 + 1

4
 (즉 𝑛 = 2𝑘 + 1이면 √3𝑘2 + 3𝑘 + 1)

(a) 거리를 한 방향으로의 사영으로 바꾼다. 임의의 단위벡터 𝑢⃗에 대하여 𝑂𝐷𝑛 ≥ 𝑂𝐷𝑛
 ⋅ 𝑢⃗이고, 𝑢⃗를 𝑂𝐷𝑛

과 같은 방향

으로 잡으면 등호가 성립한다. 그러므로

max
경로

𝑂𝐷𝑛 = max
경로

max
𝑢⃗

(𝑂𝐷𝑛
 ⋅ 𝑢⃗) = max

𝑢⃗
[max
경로

(𝑂𝐷𝑛
 ⋅ 𝑢⃗)].

각 걸음의 선택이 독립이므로 안쪽의 최댓값은 걸음마다 따로 최대를 잡으면 된다. 𝑀(𝑢⃗) = max𝑗(𝑒𝑗⃗ ⋅ 𝑢⃗)라 하면

max
경로

(𝑂𝐷𝑛
 ⋅ 𝑢⃗) = ⌈𝑛/2⌉ ⋅ 𝑀(𝑢⃗) + ⌊𝑛/2⌋ ⋅ 𝑀(−𝑢⃗)

이다 (홀수 번째 걸음이 ⌈𝑛/2⌉개, 짝수 번째 걸음이 ⌊𝑛/2⌋개).

5
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(b) 𝑀(𝑢⃗)를 각으로 나타낸다. 세 벡터 𝑒1⃗, 𝑒2⃗, 𝑒3⃗은 120°씩 벌어진 단위벡터이므로, 𝑢⃗에서 가장 가까운 𝑒𝑗⃗까지의 각을 

𝛿라 하면 0 ≤ 𝛿 ≤ 60°이고 𝑀(𝑢⃗) = cos 𝛿이다. 또 −𝑒1⃗, −𝑒2⃗, −𝑒3⃗ 역시 120°씩 벌어져 있고 𝑒𝑗⃗들과는 정확히 60° 어

긋나 있으므로, 𝑢⃗에서 가장 가까운 −𝑒𝑗⃗까지의 각은 60° − 𝛿이고

𝑀(−𝑢⃗) = cos(60° − 𝛿).
(c) 𝑛이 짝수인 경우 (𝑛 = 2𝑘). 홀수·짝수 번째 걸음이 각각 𝑘개이므로

𝑓(𝛿) = 𝑘[cos 𝛿 + cos(60° − 𝛿)] = 2𝑘 cos 30° cos(𝛿 − 30°) =
√

3𝑘 cos(𝛿 − 30°)
이고 (합을 곱으로 고치는 공식), 0 ≤ 𝛿 ≤ 60°에서 𝛿 = 30°일 때 최대가 되어

𝑑(𝑛) =
√

3𝑘 = 𝑛
2
√

3.

(d) 𝑛이 홀수인 경우 (𝑛 = 2𝑘 + 1). 홀수 번째 걸음이 𝑘 + 1개, 짝수 번째 걸음이 𝑘개이므로

𝑓(𝛿) = (𝑘 + 1) cos 𝛿 + 𝑘 cos(60° − 𝛿) = 3𝑘 + 2
2

cos 𝛿 +
√

3𝑘
2

sin 𝛿

이고, 삼각함수의 합성에 의해 𝑓(𝛿) = 𝑅 cos(𝛿 − 𝜓), 여기서

𝑅 =
√




(3𝑘 + 2
2

)
2

+ (
√

3𝑘
2

)
2

= 1
2
√12𝑘2 + 12𝑘 + 4 = √3𝑘2 + 3𝑘 + 1,

tan 𝜓 =
√

3𝑘/2
(3𝑘 + 2)/2

=
√

3𝑘
3𝑘 + 2

<
√

3 = tan 60°

이다. 즉 0 ≤ 𝜓 < 60°이므로 𝛿 = 𝜓가 실제로 허용 범위 안에 있고, 그때 최댓값 𝑅을 얻는다. 𝑛 = 2𝑘 + 1을 대입

하면

3𝑘2 + 3𝑘 + 1 = 12𝑘2 + 12𝑘 + 4
4

= 3(2𝑘 + 1)2 + 1
4

= 3𝑛2 + 1
4

.

(e) 최댓값을 실제로 주는 경로. 위의 계산에서 최적의 𝑢⃗에 대해 홀수 번째 걸음은 모두 같은 𝑒𝑖⃗, 짝수 번째 걸음은 모두 

같은 𝑒𝑗⃗ (𝑖 ≠ 𝑗)를 골라야 한다. 예를 들어 𝑒2⃗와 𝑒3⃗을 번갈아 고르면

𝑂𝐷2𝑘
 = 𝑘(𝑒2⃗ − 𝑒3⃗) = 𝑘(0,  

√
3) → 𝑂𝐷2𝑘 =

√
3𝑘,

𝑂𝐷2𝑘+1
 = 𝑘(𝑒2⃗ − 𝑒3⃗) + 𝑒2⃗ = (1

2
,  

√
3𝑘 +

√
3

2
)

이고 𝑂𝐷2𝑘+1
2 = 1/4 + 3𝑘2 + 3𝑘 + 3/4 = 3𝑘2 + 3𝑘 + 1로 (d)와 일치한다. 이것이 아래 그림의 지그재그 경로 

𝑂 → 𝐴1 → 𝐵2 → 𝐴3 → ⋯이다.
(f) 코사인법칙으로 확인 — 격자만 보고도 같은 값을 얻는다. 이등변삼각형 𝑂𝐴1𝐵2에서 𝑂𝐴1 = 𝐴1𝐵2 = 1이고 

∠𝑂𝐴1𝐵2 = 120°이므로

𝑂𝐵2
2 = 12 + 12 − 2 ⋅ 1 ⋅ 1 ⋅ cos 120° = 2 + 1 = 3, 𝑂𝐵2 =

√
3

이고, 두 걸음마다 같은 벡터가 더해지므로 𝑂𝐵2𝑘 = 𝑘
√

3이다. 이어서 삼각형 𝑂𝐵2𝑘𝐴2𝑘+1에서 𝑂𝐵2𝑘 = 𝑘
√

3, 

𝐵2𝑘𝐴2𝑘+1 = 1, ∠𝑂𝐵2𝑘𝐴2𝑘+1 = 150°이므로

𝑂𝐴2𝑘+1
2 = 3𝑘2 + 1 − 2 ⋅ 𝑘

√
3 ⋅ 1 ⋅ (−

√
3

2
) = 3𝑘2 + 3𝑘 + 1.

𝑑(𝑛) =

{


𝑛

2
√

3 (𝑛 이 짝수,  𝑛 = 2𝑘 이면 𝑘
√

3)

√3𝑛2 + 1
4

(𝑛 이 홀수,  𝑛 = 2𝑘 + 1 이면 
√

3𝑘2 + 3𝑘 + 1)

6
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[답안 그림 4] 가장 멀리 가는 지그재그 경로 𝑂 → 𝐴1 → 𝐵2 → 𝐴3 → 𝐵4 → 𝐴5 → 𝐵6 → ⋯. 두 걸음마다 길이 
√

3의 같은 벡터가 더해

진다.

(2) 𝑛 = 1일 때 확률은 1, 𝑛 ≥ 2일 때 확률은 
2
3

× (1
3

)
𝑛−2

= 2
3𝑛−1

(a) 𝑛 = 1인 경우. 원점에서 갈 수 있는 세 점은 모두 원점에서 거리가 1이고 𝑑(1) = 1이므로, 어느 것을 골라도 최댓

값이다. 따라서 𝑞(1) = 1.
(b) 𝑛 ≥ 2인 경우 — 최댓값을 주는 경로는 정확히 6개이다. (1)의 (e)에서 본 대로 최댓값을 주려면 홀수 번째 걸음을 

모두 같은 𝑒𝑖⃗로, 짝수 번째 걸음을 모두 같은 𝑒𝑗⃗ (𝑖 ≠ 𝑗)로 골라야 한다. 짝수 𝑛 = 2𝑘인 경우에는 삼각부등식으로도 

바로 보인다.

𝑂𝐷2𝑘
 = ∑

𝑘

𝑚=1
(𝑣2⃗𝑚−1 − 𝑣2⃗𝑚), 𝑂𝐷2𝑘 ≤ ∑

𝑘

𝑚=1
|𝑣2⃗𝑚−1 − 𝑣2⃗𝑚| ≤ 𝑘

√
3

에서, |𝑣 ⃗ − 𝑤⃗|는 𝑣 ⃗ = 𝑤⃗이면 0이고 𝑣 ⃗ ≠ 𝑤⃗이면 √1 + 1 − 2(−1/2) =
√

3이므로, 첫 번째 부등식의 등호(모든 항이 

같은 방향)와 두 번째 부등식의 등호(모든 항이 
√

3)가 동시에 성립하려면 𝑘개의 차 벡터가 모두 같은 하나의 벡터 

𝑒𝑖⃗ − 𝑒𝑗⃗ (𝑖 ≠ 𝑗)여야 한다.

순서쌍 (𝑖, 𝑗)의 개수는 3 × 2 = 6이고 각각이 경로 하나를 정하므로, 최댓값을 주는 경로는 6개이다.
(c) 확률 계산. 전체 경로의 수는 3𝑛이므로

𝑞(𝑛) = 6
3𝑛 = 2

3𝑛−1 (𝑛 ≥ 2).

같은 값을 순차적으로도 셀 수 있다. 첫 걸음은 무엇이든 좋고(확률 1), 두 번째 걸음은 원점으로 되돌아오지만 않으

면 되므로 확률 2/3, 그 뒤로는 처음 두 걸음이 정한 방향을 그대로 되풀이해야 하므로 매 초 확률 1/3이 곱해진다.

𝑞(𝑛) = 1 × 2
3

× (1
3
)

𝑛−2
= 2

3𝑛−1 .

𝑞(1) = 1, 𝑞(𝑛) = 2
3

× (1
3
)

𝑛−2
= 2

3𝑛−1 (𝑛 ≥ 2)

(3) 𝑝(4) = 5
27

, 𝑝(5) = 0, 𝑝(6) = 31
243

(a) 𝑝(5) = 0. [준비]에서 본 대로 홀수 초 후 로봇은 𝐵형 꼭짓점에 있는데 원점은 𝐴형이다. 따라서 홀수 초에는 원점

에 있을 수 없어 𝑝(5) = 0이다. (같은 이유로 모든 홀수 𝑛에 대해 𝑝(𝑛) = 0이다.)
(b) 격자의 가장 짧은 닫힌 길은 정육각형이다. 정육각형 격자에서 서로 다른 두 꼭짓점을 잇는 길이 4 이하의 순환은 없

다 — 가장 짧은 순환이 정육각형(길이 6)이기 때문이다. 이로부터 다음 사실이 나온다.

(⋆) 서로 다른 두 𝐴형 꼭짓점이 이웃을 공유하면 그 공통 이웃은 단 하나이다.

(공통 이웃이 둘이면 길이 4인 순환이 생기기 때문이다.) 아래의 세기는 모두 이 사실을 쓴다.
(c) 𝑝(4) 세기. 4초 동안의 경로는 모두 34 = 81가지이며 각각 같은 확률이다. 4초에 원점인 경로를 2초에 원점인지로 

나눈다.
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원점에 있는 

시각

설명 경우의 

수

2초, 4초
2초마다 원점으로 돌아온다. 2초 만에 원점으로 돌아오는 방법은 “한 걸음 나갔다가 그대로 

되돌아오기”뿐이므로 3가지이고, 3–4초에도 마찬가지로 3가지이다.
32 = 9

4초에만

1초에 3가지, 2초에 원점으로 돌아오지 않도록 2가지를 고르면 2초 후 위치 𝑋 ≠ 𝑂가 정해

진다. 𝑋와 𝑂는 서로 다른 𝐴형 꼭짓점이고 2초 만에 이어지므로 (⋆)에 의해 𝑋 → 𝑂인 두 

걸음 경로는 단 하나뿐이다.

3 × 2 =
6

𝑝(4) = 9 + 6
34 = 15

81
= 5

27
.

(d) 𝑝(6) 세기. 전체 경로는 36 = 729가지이다. 6초에 원점인 경로를 2초·4초에 원점이었는지로 네 가지로 나누면 서

로 겹치지 않고 빠짐없이 분류된다.

원점에 있는 

시각

설명 경우의 

수

2, 4, 6초
2초마다 나갔다가 되돌아오면 되므로 각 구간에 3가지씩. 33 =

27

2, 6초
처음 2초는 3가지. 이후 4초에는 원점에 오지 않고 6초에 오는 경우는 (c)의 둘째 줄과 같은 

이유로 3 × 2 = 6가지.

3 ×
6 = 18

4, 6초
2초에 원점에 오지 않고 4초에 오는 경우가 6가지, 그 뒤 2초 만에 다시 돌아오는 경우가 3

가지.

6 ×
3 = 18

6초에만 (d–1)에서 따로 센다. 30

𝑝(6) = 27 + 18 + 18 + 30
36 = 93

729
= 31

243
.

(d–1) “6초에만 원점”인 경로가 30가지인 이유. 경로를 𝑂 = 𝑃0, 𝑃1, …, 𝑃6 = 𝑂라 하고 𝑃2 ≠ 𝑂, 𝑃4 ≠ 𝑂라 하자. 

𝑃1, 𝑃3, 𝑃5는 𝐵형, 𝑃2, 𝑃4는 𝐴형이다. 𝑃3과 𝑃1이 같은지로 나눈다.

• (ii) 𝑃3 = 𝑃1인 경우 — 𝑃2는 𝑃1의 이웃 중 𝑂가 아닌 것이므로 2가지, 𝑃4도 𝑃1의 이웃 중 𝑂가 아닌 것이므로 

2가지이다. 그리고 𝑃4와 𝑂는 서로 다른 𝐴형 꼭짓점이면서 𝑃5를 공통 이웃으로 가지므로 (⋆)에 의해 𝑃5 = 𝑃1

로 정해진다. 따라서 𝑃1의 3가지를 곱해 3 × 2 × 2 = 12가지.

• (i) 𝑃3 ≠ 𝑃1이고 𝑃4 = 𝑃2인 경우 — 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3이 모두 다른 세 점이 되고, 그 뒤에는 왔던 길을 그대로 되짚

는다 (𝑃4 = 𝑃2이면 (⋆)에 의해 𝑃5 = 𝑃1). 개수는 𝑃1이 3가지, 𝑃2가 2가지(𝑂 제외), 𝑃3가 2가지(𝑃1 제외)이므로 

3 × 2 × 2 = 12가지.

• (iii) 𝑃3 ≠ 𝑃1이고 𝑃4 ≠ 𝑃2인 경우 — 이때 𝑃0, …, 𝑃5가 모두 서로 다르므로 경로는 길이 6인 순환, 곧 정육

각형 한 바퀴이다. 원점을 꼭짓점으로 갖는 정육각형은 3개이고 각각 시계·반시계 두 방향으로 돌 수 있으므로 

3 × 2 = 6가지.

세 경우는 서로 배타적이고 이 밖의 경우는 없으므로 12 + 12 + 6 = 30가지이다.
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[답안 그림 5] “6초에만 원점”인 세 유형. (i) 세 걸음 나갔다가 되짚기, (ii) 한 점 𝑃1을 축으로 두 번 왕복, (iii) 정육각형 한 바퀴.

𝑝(4) = 15
81

= 5
27

, 𝑝(5) = 0, 𝑝(6) = 93
729

= 31
243

의미 해석 — 𝑝(2) = 1/3, 𝑝(4) = 5/27 ≈ 0.185, 𝑝(6) = 31/243 ≈ 0.128로 짝수 초의 복귀 확률은 계속 줄어든다. 정육

각형 격자에서는 매 걸음 세 방향 가운데 하나만이 “왔던 길”이므로 되돌아올 확률이 1/3씩만 쌓이는 데다, 길이 4 이하

의 순환이 없어 새로운 복귀 경로가 6초가 되어서야 (정육각형 한 바퀴로) 처음 생긴다. 실제로 𝑝(6)의 93가지 가운데 정

육각형을 도는 것은 6가지뿐이다.

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)
𝑛이 짝수인 경우와 홀수인 경우로 구분하여 코사인법칙과 기하적 성질을 적용해 𝑛이 짝수인 경우 

𝑂𝐷𝑛의 최댓값이 
𝑛
2
√

3, 𝑛이 홀수인 경우 𝑂𝐷𝑛의 최댓값이 √3𝑛2 + 1
4

임을 구함.
2점

(2)
경우의 수를 바탕으로 𝑂𝐷𝑛이 최댓값을 가질 확률을 𝑛 = 1일 때 확률은 1이고 𝑛 ≥ 2일 때 확률은 

2
3𝑛−1 로 올바르게 구함.

1점

(3)

홀수, 짝수 시간에 따른 이동 특성을 구분하여 원점으로 복귀 가능한 경우를 분류하고 각 경우의 수

를 체계적으로 나누어 확률의 덧셈정리를 이용해 𝑝(4) = 5
27

, 𝑝(5) = 0, 𝑝(6) = 31
243

을 정확하게 구

한 경우

2점
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문제 1 귀납적으로 정의된 수열의 증가·감소와 상수수열 단조성 · 수학적 귀납법 · 삼차방정식의 실근

(1) 참
(a) 보조정리 — 𝑝(𝑥) = 𝑥3 + 𝛽는 실수 전체에서 순증가함수이다.

𝑢 < 𝑣인 임의의 두 실수에 대하여

𝑝(𝑣) − 𝑝(𝑢) = 𝑣3 − 𝑢3 = (𝑣 − 𝑢)(𝑣2 + 𝑢𝑣 + 𝑢2) = (𝑣 − 𝑢)[(𝑢 + 𝑣
2
)

2
+ 3

4
𝑣2]

이다. 대괄호 안은 두 제곱의 합이므로 항상 0 이상이고, 0이 되려면 𝑣 = 0이면서 𝑢 + 𝑣/2 = 0, 즉 𝑢 = 𝑣 = 0이어야 

하는데 이는 𝑢 < 𝑣에 어긋난다. 따라서 대괄호 안은 양수이고 𝑣 − 𝑢 > 0이므로

𝑢 < 𝑣 ⇒ 𝑝(𝑢) < 𝑝(𝑣)
가 성립한다. (미분을 쓰면 𝑝′(𝑥) = 3𝑥2 ≥ 0이고 𝑝′(𝑥) = 0인 점이 𝑥 = 0 하나뿐이므로 𝑝는 순증가함수라고 말해

도 된다.) 여기서 𝛽는 아무 역할도 하지 않는다는 점에 주목하자 — 명제가 “주어진 실수 𝛽”에 대해 성립하는 까닭

이 이것이다.
(b) 경우 1 — 𝑎1 ≤ 𝑎2인 경우, {𝑎𝑛}은 증가수열이다.

수학적 귀납법으로 “모든 자연수 𝑛에 대하여 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1”을 보인다.

• 기저 단계 (𝑛 = 1): 가정에 의해 𝑎1 ≤ 𝑎2.

• 귀납 단계: 어떤 자연수 𝑘에 대해 𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑘+1이라 하자. (a)에서 𝑝가 증가함수이므로 𝑝(𝑎𝑘) ≤ 𝑝(𝑎𝑘+1)이고, 수열

의 정의에 의해 이는 곧 𝑎𝑘+1 ≤ 𝑎𝑘+2이다.

따라서 모든 자연수 𝑛에서 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1이 성립하고, 정의에 의해 {𝑎𝑛}은 증가수열이다.
(c) 경우 2 — 𝑎1 ≥ 𝑎2인 경우, {𝑎𝑛}은 감소수열이다.

같은 방식이다. 기저 단계는 가정 𝑎1 ≥ 𝑎2이고, 귀납 단계에서 𝑎𝑘 ≥ 𝑎𝑘+1이면 𝑝가 증가함수이므로 𝑎𝑘+1 = 𝑝(𝑎𝑘) ≥
𝑝(𝑎𝑘+1) = 𝑎𝑘+2이다. 따라서 모든 𝑛에서 𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑛+1, 즉 감소수열이다.

(d) 두 경우가 모든 상황을 덮는다. 𝑎1과 𝑎2 = 𝑝(𝑐)는 실수이므로 실수의 대소 비교에 의해 𝑎1 ≤ 𝑎2 또는 𝑎1 ≥ 𝑎2 가운

데 적어도 하나는 반드시 참이다. 즉 어떤 실수 𝑐에서 출발하더라도 (b) 또는 (c)에 반드시 해당한다. (𝑎1 = 𝑎2이면 

두 경우에 모두 해당하며, 이때 {𝑎𝑛}은 상수수열이고 주어진 정의에서 상수수열은 증가수열이자 감소수열이다.)

첫 두 항의 대소 𝑐 와 𝑝(𝑐)가 이후 모든 항의 대소를 그대로 물려주므로, 명제는 참이다.

(2) 𝑐 ≤ −1 또는 0 ≤ 𝑐 ≤ 1이면 감소수열, −1 ≤ 𝑐 ≤ 0 또는 𝑐 ≥ 1이면 증가수열
(a) 이웃한 두 항의 차를 인수분해한다. 𝑝(𝑥) = 𝑥3이므로

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑝(𝑎𝑛) − 𝑎𝑛 = 𝑎3
𝑛 − 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑎𝑛 − 1)(𝑎𝑛 + 1)

이다. 세 인수의 부호는 𝑎𝑛이 −1,  0,  1 가운데 어디에 놓이는지로 결정된다.

• 𝑎𝑛 ≤ −1 : 세 인수가 각각 ≤ 0, < 0, ≤ 0 → 곱은 ≤ 0, 즉 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛

• −1 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 0 : ≤ 0, < 0, ≥ 0 → 곱은 ≥ 0, 즉 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑎𝑛

• 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 1 : ≥ 0, ≤ 0, > 0 → 곱은 ≤ 0, 즉 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛

• 𝑎𝑛 ≥ 1 : > 0, ≥ 0, > 0 → 곱은 ≥ 0, 즉 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑎𝑛
(b) 네 구간은 각각 𝑥 → 𝑥3에 대해 불변이다. 이것이 귀납의 열쇠이다. 𝑥 → 𝑥3은 (1)의 보조정리에서 순증가함수이므

로, 부등식에 그대로 세제곱을 취할 수 있다.

𝑥 ≤ −1 ⇒ 𝑥3 ≤ −1, −1 ≤ 𝑥 ≤ 0 ⇒ −1 ≤ 𝑥3 ≤ 0,
0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 𝑥3 ≤ 1, 𝑥 ≥ 1 ⇒ 𝑥3 ≥ 1.

따라서 𝑎1 = 𝑐가 네 구간 가운데 하나에 들어 있으면, 귀납법에 의해 모든 𝑎𝑛이 같은 구간에 머문다. 실제로 𝑎𝑘가 그 

구간에 있다고 가정하면 위 함의에 의해 𝑎𝑘+1 = 𝑎3
𝑘도 같은 구간에 있다.

(c) 따라서 (a)의 부호 판정을 모든 𝑛에 한꺼번에 적용할 수 있다.

• 𝑐 ≤ −1 : 모든 𝑛에서 𝑎𝑛 ≤ −1이므로 모든 𝑛에서 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛 → 감소수열

• −1 ≤ 𝑐 ≤ 0 : 모든 𝑛에서 −1 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 0이므로 모든 𝑛에서 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑎𝑛 → 증가수열

• 0 ≤ 𝑐 ≤ 1 : 모든 𝑛에서 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 1이므로 모든 𝑛에서 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛 → 감소수열

• 𝑐 ≥ 1 : 모든 𝑛에서 𝑎𝑛 ≥ 1이므로 모든 𝑛에서 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑎𝑛 → 증가수열
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네 구간의 합집합은 실수 전체이므로 빠진 𝑐는 없다. 경계값 𝑐 = −1,  0,  1은 이웃한 두 구간에 동시에 속하는데, 이

때는 𝑝(𝑐) = 𝑐3 = 𝑐이므로 모든 𝑛에서 𝑎𝑛 = 𝑐인 상수수열이고, 상수수열은 증가수열이자 감소수열이므로 두 답이 

모순되지 않는다.

{𝑐 ≤ −1  또는 0 ≤ 𝑐 ≤ 1 ⇒ {𝑎𝑛} 은 감소수열
−1 ≤ 𝑐 ≤ 0  또는 𝑐 ≥ 1 ⇒ {𝑎𝑛} 은 증가수열

[답안 그림 1] (왼쪽) 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑎𝑛 − 1)(𝑎𝑛 + 1)의 부호. (가운데·오른쪽) 그래프 𝑦 = 𝑥3과 𝑦 = 𝑥 사이의 계단 그림 — 출발점 𝑐가 

놓인 구간이 증가·감소를 결정하고, 수열은 그 구간을 벗어나지 않는다.

의미 해석 — |𝑐| < 1이면 |𝑎𝑛+1| = |𝑎𝑛|3 < |𝑎𝑛|이므로 𝑎𝑛 → 0으로 수렴하고, |𝑐| > 1이면 |𝑎𝑛|이 |𝑐|3𝑛−1
로 매우 빠르게 

커져 발산한다. 즉 𝑥 = ±1,  0은 𝑦 = 𝑥3과 𝑦 = 𝑥의 교점이자 증가·감소가 뒤바뀌는 분기점이다.

(3) 0 < 𝛽 < 2
√

3
9

이면 3개, 𝛽 = 2
√

3
9

이면 2개, 𝛽 > 2
√

3
9

이면 1개

(a) 상수수열이 될 필요충분조건은 𝑝(𝑐) = 𝑐이다.

• (⇒) {𝑎𝑛}이 상수수열이면 특히 𝑎2 = 𝑎1, 즉 𝑝(𝑐) = 𝑐이다.

• (⇐) 𝑝(𝑐) = 𝑐이면 𝑎1 = 𝑐이고, 𝑎𝑘 = 𝑐라 가정할 때 𝑎𝑘+1 = 𝑝(𝑎𝑘) = 𝑝(𝑐) = 𝑐이므로 귀납법에 의해 모든 𝑛에서 

𝑎𝑛 = 𝑐이다.

따라서 구하는 것은 방정식 𝑐3 + 𝛽 = 𝑐, 즉 삼차방정식

𝑔(𝑥) ≔ 𝑥3 − 𝑥 + 𝛽 = 0
의 서로 다른 실근의 개수이다. (𝑐의 개수를 세는 것이지 근의 중복도를 세는 것이 아니므로 서로 다른 실근의 개수

를 센다.)
(b) 𝑔의 증가·감소를 조사한다. 𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 − 1 = 0에서 𝑥 = ±1/

√
3이고

𝑔′(𝑥) > 0 (𝑥 < − 1√
3

 또는 𝑥 > 1√
3
), 𝑔′(𝑥) < 0 (− 1√

3
< 𝑥 < 1√

3
)

이므로 𝑔는 (−∞, −1/
√

3]에서 순증가, [−1/
√

3,  1/
√

3]에서 순감소, [1/
√

3,  ∞)에서 순증가한다. 극값은

𝑔(− 1√
3
) = − 1

3
√

3
+ 1√

3
+ 𝛽 = 𝛽 + 2

√
3

9
(극댓값),

𝑔( 1√
3
) = 1

3
√

3
− 1√

3
+ 𝛽 = 𝛽 − 2

√
3

9
(극솟값)

이다. 여기서 
2

3
√

3
= 2

√
3

9
≈ 0.385이다. 가정 𝛽 > 0에 의해 극댓값은 언제나 양수이므로, 실근의 개수는 오직 극솟

값의 부호로 결정된다.
(c) 세 구간에서 각각 근을 센다. 𝑔가 각 구간에서 순증가 또는 순감소이므로, 사잇값 정리와 단조성에 의해 근은 각 구

간에서 많아야 하나이며 양 끝값의 부호가 다르면 정확히 하나이다.

• (−∞,  −1/
√

3] : 𝑔(𝑥) → −∞ (as 𝑥 → −∞)에서 𝑔(−1/
√

3) = 𝛽 + 2
√

3/9 > 0까지 순증가 → 언제나 근이 

정확히 하나 (그리고 그 근은 −1/
√

3보다 작다).

• [−1/
√

3,  1/
√

3] : 양수 𝛽 + 2
√

3/9에서 𝛽 − 2
√

3/9까지 순감소 → 근이 있을 조건은 𝛽 − 2
√

3/9 ≤ 0.

• [1/
√

3,  ∞) : 𝛽 − 2
√

3/9에서 +∞까지 순증가 → 근이 있을 조건은 𝛽 − 2
√

3/9 ≤ 0.

3
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𝛽 = 2
√

3/9일 때는 뒤의 두 구간이 공유하는 끝점 𝑥 = 1/
√

3이 근이므로 같은 근을 두 번 세지 않도록 주의해야 한

다. 정리하면
(d) 세 경우로 나눈 결론

• 0 < 𝛽 < 2
√

3/9 (극솟값 < 0): 세 구간에서 각각 하나씩, 서로 다른 실근 3개

• 𝛽 = 2
√

3/9 (극솟값 = 0): 첫 구간의 근 하나와 𝑥 = 1/
√

3(중근), 서로 다른 실근 2개

• 𝛽 > 2
√

3/9 (극솟값 > 0): 첫 구간의 근 하나뿐, 서로 다른 실근 1개

경계값의 기하적 의미도 분명하다. 𝛽 = 2
√

3/9는 곡선 𝑦 = 𝑥3 + 𝛽와 직선 𝑦 = 𝑥가 접하는 값이다. 접점 𝑥0에서는 

접선의 기울기가 1이어야 하므로 𝑝′(𝑥0) = 3𝑥2
0 = 1에서 𝑥0 = 1/

√
3 (양수 쪽)이고, 접점에서 𝑝(𝑥0) = 𝑥0이어야 하

므로

( 1√
3
)

3

+ 𝛽 = 1√
3

⇒ 𝛽 = 1√
3

− 1
3
√

3
= 2

3
√

3
= 2

√
3

9
로 같은 값을 얻는다.

(i) 0 < 𝛽 < 2
3
√

3
= 2

√
3

9
 일 때 상수수열이 되는 𝑐는 3개

(ii) 𝛽 = 2
3
√

3
= 2

√
3

9
 일 때 2개

(iii) 𝛽 > 2
3
√

3
= 2

√
3

9
 일 때 1개

[답안 그림 2] 𝑦 = 𝑥3 + 𝛽와 𝑦 = 𝑥의 교점. 극솟값 𝛽 − 2
√

3/9의 부호가 음수·0·양수로 바뀌면서 교점이 3개 → 2개 → 1개로 줄어든다.

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)
– 수학적 귀납법과 문제의 지문에서 제시한 증가수열 및 감소수열의 정의를 정확히 이해하고, 𝑝(𝑐)
와 𝑐의 대소관계에 따라 증가수열 또는 감소수열이 됨을 논리적인 방법으로 보인 경우

1점

(2)
– 증가수열이 되는 𝑐의 범위와 감소수열이 되는 𝑐의 범위를 올바르게 구하고, 정답을 구하는 과정을 

논리적으로 설명한 경우
2점

(3) – 수열 {𝑎𝑛}이 상수수열이 되는 𝑐의 개수를 올바르게 구하고, 그 이유를 논리적으로 설명한 경우 2점

문제 2 𝑙-접선과 𝑙-할선이 덮는 영역 원의 접선·할선 · 피타고라스 정리 · 무한성 판정

(1) 𝑎(𝑝)가 정의되는 점은 중심 𝑂, 반지름 √1 + 𝑙2인 원 𝐶𝑙 위의 점뿐이고, 그때 𝑎(𝑝) = 2이다
(a) 𝑙-접선의 구조를 먼저 확정한다. 선분 𝑠가 𝑙-접선이라는 것은 𝑠의 길이가 𝑙이고 𝑠가 원 𝐶에 접한다는 뜻이다. 접점을 

𝑄라 하면 𝑄 ∈ 𝑠이고, 𝑠를 품는 직선 𝐿은 𝐶의 접선이므로

𝑂𝑄 = 1, 𝑂𝑄 ⟂ 𝐿
이다. 역으로 𝐶의 접선 𝐿 위에 접점 𝑄를 포함하는 길이 𝑙의 선분을 잡으면 그것은 𝑙-접선이다. 즉

𝑙-접선 = (접선 𝐿 하나) + (𝐿 위에서 접점 𝑄를 품는 길이 𝑙의 창(窓))
(b) 𝑇 를 결정한다 — 𝑇 = {𝑝 : 1 ≤ 𝑂𝑝 ≤ √1 + 𝑙2}.

4
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• (⊆) 𝑝가 어떤 𝑙-접선 𝑠 위의 점이라 하자. 𝐿이 𝐶의 접선이므로 𝑂에서 𝐿까지의 거리가 1이고, 𝐿 위의 모든 점은 

𝑂에서 1 이상 떨어져 있다. 따라서 𝑂𝑝 ≥ 1. 또 𝑝와 접점 𝑄가 모두 길이 𝑙인 선분 𝑠 위에 있으므로 𝑝𝑄 ≤ 𝑙이고, 

𝑂𝑄 ⟂ 𝐿이므로 피타고라스 정리에서

𝑂𝑝2 = 𝑂𝑄2 + 𝑄𝑝2 = 1 + 𝑄𝑝2 ≤ 1 + 𝑙2.
• (⊇) 거꾸로 1 ≤ 𝑟 ≤

√
1 + 𝑙2이고 𝑂𝑝 = 𝑟인 점 𝑝를 잡자. 𝑟 ≥ 1이므로 𝑝에서 𝐶에 접선을 그을 수 있고, 그 접점

을 𝑄라 하면 피타고라스 정리에서 𝑝𝑄 =
√

𝑟2 − 1 ≤ 𝑙이다. 따라서 그 접선 위에서 𝑝와 𝑄를 함께 품는 길이 𝑙의 선

분을 잡을 수 있고, 이것이 𝑝를 지나는 𝑙-접선이다.

즉 𝑇 는 원 𝐶와 원 𝐶𝑙(중심 𝑂, 반지름 
√

1 + 𝑙2) 사이의 닫힌 고리 모양 영역이다 (두 경계원 모두 포함).
(c) 𝑝를 지나는 𝑙-접선의 개수를 센다. 𝑟 = 𝑂𝑝라 하고 𝑝에서의 접선 길이를 𝑑 =

√
𝑟2 − 1이라 하자.

• 𝑟 = √1 + 𝑙2인 경우 — 𝑑 = 𝑙이다. 𝑝를 지나는 𝑙-접선은 접점 𝑄를 반드시 품어야 하는데 𝑝𝑄 = 𝑙이고 선분의 길

이도 𝑙이므로, 그 선분은 𝑝와 𝑄를 양 끝점으로 하는 선분 𝑝𝑄 하나로 꼼짝없이 정해진다. 한편 𝑟 > 1이므로 𝑝에서 

𝐶에 그을 수 있는 접선은 정확히 2개이다. 따라서 𝑙-접선은 정확히 2개이고 𝑎(𝑝) = 2.

• 1 ≤ 𝑟 < √1 + 𝑙2인 경우 — 𝑑 =
√

𝑟2 − 1 < 𝑙이다. 접선 𝐿을 하나 고정하고 𝐿 위에 𝑄를 원점으로 하는 좌표를 

주면 𝑝는 좌표 ±𝑑의 점이고, 길이 𝑙의 창 [𝑡0,  𝑡0 + 𝑙]이 𝑄(좌표 0)와 𝑝를 모두 품을 조건은 𝑡0가 길이 𝑙 − 𝑑 > 0인 

구간을 움직이는 것이다. 즉 𝑡0의 선택지가 무한히 많고, 서로 다른 𝑡0는 서로 다른 𝑙-접선을 준다. 따라서 𝑝를 지나

는 𝑙-접선은 무한히 많아 𝑎(𝑝)가 정의되지 않는다. (𝑟 = 1, 곧 𝑝가 원 𝐶 위의 점일 때도 𝑑 = 0 < 𝑙이므로 마찬가지

이다.)

𝑇 는 두 원 𝐶 와 𝐶𝑙 사이의 영역이고,

𝑎(𝑝) 가 정의되는 점의 집합 = 𝐶𝑙 = {𝑝 : 𝑂𝑝 = √1 + 𝑙2}, 𝑎(𝑝) = 2.

[답안 그림 3] 𝑇 는 반지름 1과 
√

1 + 𝑙2 사이의 닫힌 고리. 바깥 경계 𝐶𝑙 위의 점에서는 접선 길이가 정확히 𝑙이 되어 선분이 하나로 정해

지고, 접선이 2개이므로 𝑎(𝑝) = 2이다.
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(2) 𝑙 < 2이면 𝑏(𝑝)가 정의되는 점은 중심 𝑂, 반지름 √1 − 𝑙2/4인 원 𝐶′
𝑙  위의 점뿐이고 𝑏(𝑝) = 1, 𝑙 ≥ 2이면 그런 

점은 하나도 없다
(a) 𝑙-할선의 구조를 확정한다. 선분 𝑠가 𝑙-할선이면 𝑠는 𝐶와 서로 다른 두 점에서 만나므로, 𝑠를 품는 직선 𝐿은 𝐶와 두 

점에서 만나고 그 두 교점이 모두 𝑠 위에 있다. 즉 𝑠는 현을 통째로 품는다. 𝑂에서 𝐿까지의 거리를 𝑑 (0 ≤ 𝑑 < 1)라 

하면 현의 절반 길이는 피타고라스 정리에서 𝑢 =
√

1 − 𝑑2 ∈ (0, 1]이고, 현의 길이가 2𝑢이므로

2𝑢 ≤ 𝑙, 즉 𝑢 ≤ 𝑙
2

가 필요충분조건이다. 따라서 𝑙 < 2이면 𝑢 ∈ (0,  𝑙/2], 𝑙 ≥ 2이면 𝑢 ∈ (0,  1]이다.
(b) 한 직선 위에서 𝑙-할선이 덮는 거리의 범위. 위와 같이 𝐿을 고정하고, 𝑂에서 내린 수선의 발 𝐹를 원점으로 하는 좌

표 𝑡를 𝐿 위에 주자. 현은 [−𝑢,  𝑢]이고, 길이 𝑙의 선분은 [𝑡0,  𝑡0 + 𝑙] 꼴로 𝑡0 ≤ −𝑢, 𝑡0 + 𝑙 ≥ 𝑢, 즉 𝑡0 ∈ [𝑢 − 𝑙,  −𝑢]
이다 (이 구간은 2𝑢 ≤ 𝑙 덕분에 비어 있지 않다). 𝐿 위의 좌표 𝑡인 점과 𝑂의 거리는 

√
𝑑2 + 𝑡2이므로, 하나의 𝑙-할선

이 덮는 거리들은 0 ∈ [𝑡0,  𝑡0 + 𝑙]임을 이용하면

[ 𝑑,  √𝑑2 + 𝑚2 ], 𝑚 = max(|𝑡0|,  |𝑡0 + 𝑙|)

이다. 𝑡0가 [𝑢 − 𝑙,  −𝑢]를 움직이면 𝑚은 𝑙/2(대칭으로 놓을 때)부터 𝑙 − 𝑢(끝까지 밀 때)까지 움직인다. 따라서 반지

름 𝑢가 정해졌을 때 덮이는 거리 전체는 (직선의 회전까지 고려하면)

[ 
√

1 − 𝑢2,  √𝑑2 + (𝑙 − 𝑢)2 ] = [ 
√

1 − 𝑢2,  √1 + 𝑙2 − 2𝑙𝑢 ]

이다. 마지막 등호는 𝑑2 = 1 − 𝑢2을 대입해 1 − 𝑢2 + 𝑙2 − 2𝑙𝑢 + 𝑢2 = 1 + 𝑙2 − 2𝑙𝑢로 정리한 것이다.

(c) 𝑆를 결정한다. 위 구간을 허용되는 모든 𝑢에 대해 합치면 된다. 두 끝값은 모두 𝑢에 대해 연속이고 감소한다.

• 𝑙 < 2 : 𝑢 ∈ (0,  𝑙/2]. 𝑢 = 𝑙/2에서 아래 끝은 최소인 √1 − 𝑙2/4이고 (이때 위 끝은 
√

1 + 𝑙2 − 𝑙2 = 1), 𝑢 → 0+에

서 위 끝은 
√

1 + 𝑙2에 한없이 가까워지지만 𝑢 > 0이어야 하므로 그 값에 도달하지는 못한다. 실제로 √1 − 𝑙2/4 ≤
𝑟 <

√
1 + 𝑙2인 임의의 𝑟에 대하여, 𝑟 ≤ 1이면 𝑢 =

√
1 − 𝑟2 (∈ (0, 𝑙/2])로 잡아 아래 끝이 정확히 𝑟이 되게 할 수 

있고, 𝑟 > 1이면 𝑢 = min(𝑙/2,  (1 + 𝑙2 − 𝑟2)/(2𝑙)) > 0으로 잡아 위 끝이 𝑟 이상이 되게 할 수 있다. 따라서

𝑆 = {𝑝 : √1 − 𝑙2
4

≤ 𝑂𝑝 < √1 + 𝑙2}.

즉 𝑆는 원 𝐶′
𝑙 (포함)과 원 𝐶𝑙(불포함) 사이의 영역이다.

• 𝑙 ≥ 2 : 𝑢가 1까지 갈 수 있고, 𝑢 = 1이면 𝑑 = 0이므로 지름을 품는 선분이 가능하다. 이때 아래 끝이 0이 되므로 

원 𝐶의 내부가 통째로 𝑆에 들어간다. 같은 방식으로

𝑆 = {𝑝 : 𝑂𝑝 < √1 + 𝑙2} (경계 𝐶𝑙 은 제외).

(d) 𝑏(𝑝)를 센다 — 무한히 많은 경우를 먼저 걸러낸다. 핵심은 (b)에서 본 “창을 미끄러뜨리기”이다. 어떤 𝑙-할선의 직

선에서 2𝑢 < 𝑙 (강한 부등호)이면 𝑡0가 움직일 여지 𝑙 − 2𝑢 > 0가 남아 있으므로 그 직선 위에만도 𝑙-할선이 무한히 

많다. 그러므로 2𝑢 < 𝑙인 직선을 하나라도 잡을 수 있으면 𝑏(𝑝)는 정의되지 않는다. 𝜌 = √1 − 𝑙2/4 라 두자 (𝑙 ≥ 2
인 경우에는 𝜌 = 0으로 둔다). 또 𝑟 = 𝑂𝑝라 하자.

• 𝜌 < 𝑟 ≤ 1인 경우 — 𝑝를 지나는 직선을 회전시키면 𝑂까지의 거리 𝑑는 0부터 𝑟까지 연속적으로 변한다. 𝜌 <
𝑑 < 𝑟인 𝑑를 잡으면 𝑢 =

√
1 − 𝑑2 < √1 − 𝜌2 = 𝑙/2이므로 2𝑢 < 𝑙이다. 또 이때 𝑝의 좌표 𝑡𝑝는 𝑡2𝑝 = 𝑟2 − 𝑑2 ≤

1 − 𝑑2 = 𝑢2이어서 𝑝는 현 위에 있으므로, 현을 품는 창은 자동으로 𝑝도 품는다. 따라서 𝑙-할선이 무한히 많다.

• 1 < 𝑟 < √1 + 𝑙2인 경우 — 이번에는 𝑑를 1에 가깝게 잡는다. 𝑝가 현 바깥에 있을 수 있으므로 창이 덮어야 

할 길이는 |𝑡𝑝| + 𝑢 =
√

𝑟2 − 𝑑2 +
√

1 − 𝑑2이고, 𝑑 → 1−에서 이 값은 
√

𝑟2 − 1 < 𝑙로 수렴한다. 연속성에 의해 √
𝑟2 − 𝑑2 +

√
1 − 𝑑2 < 𝑙이 되는 𝑑 < 1이 존재하고, 그런 직선 위에서는 창을 미끄러뜨릴 여지가 남으므로 𝑙-할

선이 무한히 많다.

• 𝑟 = 𝜌이고 𝑙 < 2인 경우 — 𝑝를 지나는 직선 𝐿에 대해 𝑑 ≤ 𝑂𝑝 = 𝜌이다. 한편 𝑙-할선이 되려면 𝑢 =
√

1 − 𝑑2 ≤
𝑙/2, 즉 𝑑 ≥ 𝜌여야 한다. 두 부등식에서 𝑑 = 𝜌이고, 이는 𝑂에서 𝐿에 내린 수선의 발이 바로 𝑝라는 뜻이므로 𝐿은 

𝑂𝑝에 수직인 직선 하나로 정해진다. 그 위에서 현의 길이는 2√1 − 𝜌2 = 𝑙로 선분의 길이와 같으므로 선분은 현 

그 자체 하나뿐이다. 따라서 𝑏(𝑝) = 1.

• 𝑙 ≥ 2이고 𝑟 = 0인 경우 (𝑝 = 𝑂) — 𝑙 > 2이면 아무 지름이나 품는 창에 𝑙 − 2 > 0의 여유가 있어 무한히 많다. 

𝑙 = 2이면 선분은 지름 그 자체여야 하는데, 지름은 방향마다 하나씩 있으므로 역시 무한히 많다. 어느 쪽이든 𝑏(𝑂)
는 정의되지 않는다.

6
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• 𝑙 < 2 : 𝑆는 𝐶′
𝑙 (반지름 √1 − 𝑙2/4, 포함)과 𝐶𝑙(반지름 

√
1 + 𝑙2, 불포함) 사이의 영역이고, 𝑏(𝑝)가 정의되는 점의 집합

은 𝐶′
𝑙 , 그 값은 𝑏(𝑝) = 1.

• 𝑙 ≥ 2 : 𝑆는 𝐶𝑙의 내부(경계 제외) 전체이고, 𝑏(𝑝)가 정의되는 점은 없다.

[답안 그림 4] 𝑙-할선이 덮는 영역 𝑆. 𝑙 < 2이면 안쪽에 반지름 √1 − 𝑙2/4의 구멍이 남고 그 경계 위에서만 𝑙-할선이 하나로 정해진다. 𝑙 ≥
2이면 지름도 𝑙-할선이 되어 구멍이 사라진다.

두 소문항의 대비 — 𝑙-접선에서는 접점이 원 위에 한 점으로 고정되어 있어 가장 멀리 갈 수 있는 점(𝑂𝑝 =
√

1 + 𝑙2)에서 

선분이 하나로 정해졌고, 그런 𝑝가 바깥 경계원을 이룬다. 반대로 𝑙-할선에서는 품어야 할 현이 길이를 가진 선분이어서 

“현이 가장 길어지는” 쪽, 곧 𝑂에 가장 가까운 안쪽 경계에서 선분이 하나로 정해진다. 두 경우 모두 “선분이 하나로 정

해지는 곳 = 여유 길이가 0이 되는 곳”이라는 같은 원리이며, 𝑙 ≥ 2에서는 현의 길이가 𝑙을 넘을 수 없어 그 여유가 사라

지는 지점 자체가 존재하지 않는다.

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1) – 𝑎(𝑝)가 정의되는 점 𝑝와 𝑎(𝑝)의 값을 모두 올바르게 찾고, 그 과정이 논리적인 경우 2점

(2) – 𝑏(𝑝)가 정의되는 점 𝑝와 𝑏(𝑝)의 값을 모두 올바르게 찾고, 그 과정이 논리적인 경우 3점
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문제 1 원 위를 도는 세 점의 공선 조건과 삼각형 넓이의 최댓값
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Ⅱ. 예시답안

문제 1 원 위를 도는 세 점의 공선 조건과 삼각형 넓이의 최댓값 매개변수 표시 · 공선 조건 · 삼각함수의 최댓값

[준비] 세 점의 좌표를 하나의 매개변수 𝑥로 나타낸다

세 점은 동시에 출발하고 각자의 원을 한 바퀴 도는 데 걸리는 시간이 모두 같으며 속력은 일정하다. 따라서 한 바퀴에 걸

리는 시간을 𝑇 라 하면, 시각 𝑡까지 각 점이 자기 원의 중심을 기준으로 돌아간 중심각의 크기는 세 점 모두 𝑥 = 2𝜋𝑡/𝑇 로 

같다. 원 𝑋의 중심을 𝑂(0, 1), 출발점을 𝑂′(0, 3)이라 하면 𝑥 = ∠𝐴𝑂𝑂′이다. 한 바퀴만 보므로 0 ≤ 𝑥 < 2𝜋로 두면 충분

하다. 각 점은 자기 원의 꼭대기에서 출발하므로, 중심을 기준으로 한 위치벡터의 출발 방향은 모두 +𝑦이다. 여기서 시계

방향으로 𝑥만큼 돌면 방향은 (sin 𝑥, cos 𝑥), 반시계방향으로 𝑥만큼 돌면 (− sin 𝑥, cos 𝑥)가 된다. 그러므로

𝐴 = (0, 1) + 2(sin 𝑥, cos 𝑥) = (2 sin 𝑥,  2 cos 𝑥 + 1),
𝐵 = (1, 0) + (sin 𝑥, cos 𝑥) = (sin 𝑥 + 1,  cos 𝑥),

𝐶 = (−1, 0) + (− sin 𝑥, cos 𝑥) = (− sin 𝑥 − 1,  cos 𝑥).

1
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[준비] 세 점의 좌표를 하나의 매개변수 𝑥로 나타낸다

세 점은 동시에 출발하고 각자의 원을 한 바퀴 도는 데 걸리는 시간이 모두 같으며 속력은 일정하다. 따라서 한 바퀴에 걸

리는 시간을 𝑇 라 하면, 시각 𝑡까지 각 점이 자기 원의 중심을 기준으로 돌아간 중심각의 크기는 세 점 모두 𝑥 = 2𝜋𝑡/𝑇 로 

같다. 원 𝑋의 중심을 𝑂(0, 1), 출발점을 𝑂′(0, 3)이라 하면 𝑥 = ∠𝐴𝑂𝑂′이다. 한 바퀴만 보므로 0 ≤ 𝑥 < 2𝜋로 두면 충분

하다. 각 점은 자기 원의 꼭대기에서 출발하므로, 중심을 기준으로 한 위치벡터의 출발 방향은 모두 +𝑦이다. 여기서 시계

방향으로 𝑥만큼 돌면 방향은 (sin 𝑥, cos 𝑥), 반시계방향으로 𝑥만큼 돌면 (− sin 𝑥, cos 𝑥)가 된다. 그러므로

𝐴 = (0, 1) + 2(sin 𝑥, cos 𝑥) = (2 sin 𝑥,  2 cos 𝑥 + 1),
𝐵 = (1, 0) + (sin 𝑥, cos 𝑥) = (sin 𝑥 + 1,  cos 𝑥),

𝐶 = (−1, 0) + (− sin 𝑥, cos 𝑥) = (− sin 𝑥 − 1,  cos 𝑥).
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[답안 그림 1] 중심 𝑂(0, 1), 출발점 𝑂′(0, 3), 중심각 𝑥 = ∠𝐴𝑂𝑂′

이 표현에서 곧바로 읽히는 두 사실이 이후 논증의 뼈대가 된다.

• (가) 𝐵와 𝐶의 𝑦좌표는 언제나 cos 𝑥로 서로 같다.

• (나) 𝐴의 𝑦좌표에서 𝐵(또는 𝐶)의 𝑦좌표를 빼면

(2 cos 𝑥 + 1) − cos 𝑥 = cos 𝑥 + 1 ≥ 0
이고, 등호는 cos 𝑥 = −1, 즉 𝑥 = 𝜋일 때만 성립한다. 즉 𝐴는 항상 𝐵, 𝐶와 같은 높이이거나 그보다 위에 있다.

(1) 2회 (𝑥 = 𝜋 와 𝑥 = 3𝜋/2)
(a) 먼저 두 점이 겹칠 수 있는지를 모두 따진다 — 이렇게 해야 경우 나누기가 빠짐없이·서로 겹치지 않게 된다.

• 𝐴 = 𝐵: 𝑥좌표가 같으려면 2 sin 𝑥 = sin 𝑥 + 1, 즉 sin 𝑥 = 1이므로 𝑥 = 𝜋/2뿐이다. 그런데 이때 𝐴의 𝑦좌표는 

2 cos(𝜋/2) + 1 = 1, 𝐵의 𝑦좌표는 cos(𝜋/2) = 0으로 서로 다르다. 따라서 𝐴 = 𝐵인 순간은 없다.

• 𝐴 = 𝐶: 𝑦좌표가 같으려면 (나)에서 cos 𝑥 = −1이어야 하고, 이때 sin 𝑥 = 0이므로 𝐴 = (0, −1), 𝐶 = (−1, −1)
로 𝑥좌표가 다르다. 따라서 𝐴 = 𝐶인 순간도 없다.

• 𝐵 = 𝐶: − sin 𝑥 − 1 = sin 𝑥 + 1, 즉 sin 𝑥 = −1이므로 𝑥 = 3𝜋/2이다. 이때 𝐵 = 𝐶 = (0, 0)이다.

그러므로 세 점이 모두 한 점에서 만나는 일은 없고, 가능한 상황은 다음 두 가지뿐이며 이 둘은 서로 배타적이다.
(b) 경우 1 — 세 점이 모두 서로 다른 위치에 있을 때 (𝑥 ≠ 3𝜋/2)

(가)에 의해 𝐵 ≠ 𝐶이고 두 점의 𝑦좌표가 같으므로, 직선 𝐵𝐶는 수평선 𝑦 = cos 𝑥이다. 세 점이 한 직선 위에 있을 

필요충분조건은 𝐴가 이 수평선 위에 있는 것, 즉
2 cos 𝑥 + 1 = cos 𝑥 ⇔ cos 𝑥 + 1 = 0 ⇔ cos 𝑥 = −1

이다. 0 ≤ 𝑥 < 2𝜋에서 cos 𝑥 = −1의 해는 𝑥 = 𝜋 하나뿐이다. 이때

𝐴 = (0, −1), 𝐵 = (1, −1), 𝐶 = (−1, −1)
로 세 점이 모두 직선 𝑦 = −1 위에 있다. (1회)

(c) 경우 2 — 두 점이 같은 위치에 있을 때

(a)에서 본 대로 이 경우는 𝐵 = 𝐶, 즉 𝑥 = 3𝜋/2뿐이다. 이때 𝐵 = 𝐶 = (0, 0), 𝐴 = (−2, 1)이다. 서로 다른 두 점 𝐴
와 𝐵(= 𝐶)를 지나는 직선은 반드시 존재하고 세 점이 모두 그 위에 있으므로, 𝐴의 위치와 관계없이 세 점은 한 직

선 위에 있다. (1회)

두 경우는 서로 다른 시각(𝑥 = 𝜋, 𝑥 = 3𝜋/2)에 일어나고 그 밖의 𝑥에서는 일어나지 않으므로,

한 직선 위에 있는 횟수 = 1 + 1 = 𝟐 회

2
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[답안 그림 2] 세 점이 한 직선 위에 놓이는 두 순간. 왼쪽은 세 점이 모두 다른 위치, 오른쪽은 𝐵와 𝐶가 겹치는 경우.

(2) 최댓값 = 3
2

+
√

2 (이때 𝑥 = 𝜋/4)

(a) 넓이를 𝑥의 함수로 나타낸다 — 밑변을 𝐵𝐶로 잡는다. (가)에 의해 𝐵와 𝐶의 𝑦좌표가 같으므로 선분 𝐵𝐶는 수평이

고, 그 길이는

𝐵𝐶 = (sin 𝑥 + 1) − (− sin 𝑥 − 1) = 2(sin 𝑥 + 1) ≥ 0
이다 (sin 𝑥 ≥ −1이므로 절댓값 기호가 필요 없다). 밑변이 수평이므로 𝐴에서 직선 𝐵𝐶까지의 거리는 두 𝑦좌표의 

차이며, (나)에 의해

ℎ = (2 cos 𝑥 + 1) − cos 𝑥 = cos 𝑥 + 1 ≥ 0
이다. 따라서 넓이는

𝑓(𝑥) = 1
2

⋅ 𝐵𝐶 ⋅ ℎ = 1
2

⋅ 2(sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1)

이다. 두 인수가 모두 음이 아니므로 𝑓(𝑥) ≥ 0이고, (1)에서 본 두 순간(𝑥 = 𝜋, 𝑥 = 3𝜋/2)에는 𝑓(𝑥) = 0이 되어 삼

각형이 찌그러진다. 즉 이 식 하나로 모든 𝑥를 한꺼번에 다룰 수 있다.
(b) 풀이 1 (합성) — sin 𝑥 + cos 𝑥 하나의 변수로 줄인다

𝑠 = sin 𝑥 + cos 𝑥로 두면 𝑠2 = 1 + 2 sin 𝑥 cos 𝑥에서 sin 𝑥 cos 𝑥 = (𝑠2 − 1)/2이므로

𝑓(𝑥) = 1 + (sin 𝑥 + cos 𝑥) + sin 𝑥 cos 𝑥 = 1 + 𝑠 + 𝑠2 − 1
2

= (𝑠 + 1)2

2
.

한편 삼각함수의 합성에 의해 𝑠 =
√

2 sin(𝑥 + 𝜋/4)이므로 𝑠가 가질 수 있는 값의 범위는 정확히 −
√

2 ≤ 𝑠 ≤
√

2이

다. 이 구간에서 (𝑠 + 1)2은 𝑠 = −1에서 0으로 최소이고, 𝑠가 −1에서 멀수록 커진다. 두 끝점까지의 거리를 비교

하면

|
√

2 − (−1)| =
√

2 + 1 ≈ 2.414 > | −
√

2 − (−1)| =
√

2 − 1 ≈ 0.414
이므로 (𝑠 + 1)2은 𝑠 =

√
2에서 최대가 된다. 그리고 𝑠 =

√
2는 sin(𝑥 + 𝜋/4) = 1, 즉 𝑥 = 𝜋/4에서 실제로 얻어진

다. 따라서

𝑓max =
(
√

2 + 1)
2

2
= 3 + 2

√
2

2
= 3

2
+

√
2.

(c) 풀이 2 (미분) — 채점 기준이 요구하는 방식

𝑓(𝑥) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1)를 곱의 미분법으로 미분하면

𝑓 ′(𝑥) = cos 𝑥(cos 𝑥 + 1) − (sin 𝑥 + 1) sin 𝑥 = (cos2 𝑥 − sin2 𝑥) + (cos 𝑥 − sin 𝑥)
이고, cos2 𝑥 − sin2 𝑥 = (cos 𝑥 − sin 𝑥)(cos 𝑥 + sin 𝑥)이므로 공통인수 cos 𝑥 − sin 𝑥로 묶여

𝑓 ′(𝑥) = (cos 𝑥 − sin 𝑥)(cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1)
이다. 따라서 𝑓 ′(𝑥) = 0인 곳은 다음 두 경우이며, 두 방정식을 각각 남김없이 푼다.

(i) cos 𝑥 − sin 𝑥 = 0 — cos 𝑥 = 0이면 sin 𝑥 = 0이 되어 sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1에 어긋나므로 cos 𝑥 ≠ 0이고, 양변을 

cos 𝑥로 나누면 tan 𝑥 = 1이다. 0 ≤ 𝑥 < 2𝜋에서

𝑥 = 𝜋
4
또는 𝑥 = 5𝜋

4
.

3
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(ii) cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1 = 0 — 합성하면 
√

2 sin(𝑥 + 𝜋/4) = −1, 즉 sin(𝑥 + 𝜋/4) = −1/
√

2이다. 0 ≤ 𝑥 < 2𝜋이

면 𝜋/4 ≤ 𝑥 + 𝜋/4 < 2𝜋 + 𝜋/4이므로 이 구간에서의 해는 𝑥 + 𝜋/4 = 5𝜋/4 또는 7𝜋/4, 즉

𝑥 = 𝜋 또는 𝑥 = 3𝜋
2

.

(양변을 제곱해 cos2 𝑥 = 1 + 2 sin 𝑥 + sin2 𝑥로 풀면 2 sin 𝑥(sin 𝑥 + 1) = 0에서 sin 𝑥 = 0 또는 sin 𝑥 = −1을 얻는

데, sin 𝑥 = 0이 주는 𝑥 = 0은 cos 0 + sin 0 + 1 = 2 ≠ 0이므로 제곱 과정에서 생긴 무연근이다. 반드시 원래 식에 

대입해 걸러내야 한다.)

(d) 네 임계점의 함숫값을 비교한다 — 𝑓는 주기가 2𝜋인 연속함수이므로 최댓값은 반드시 존재하고, 그 최댓값은 임계

점에서만 나타난다. 네 값을 모두 계산하면

𝑥 𝜋/4 𝜋 5𝜋/4 3𝜋/2

𝑓(𝑥) 3/2 +
√

2 0 3/2 −
√

2 0

근삿값 2.914 0 0.086 0

가장 큰 값은 𝑥 = 𝜋/4에서의 3/2 +
√

2이다. 두 풀이가 같은 답을 준다.

max 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝜋
4
) = 3

2
+

√
2 ≈ 2.914

[답안 그림 3] 𝑓(𝑥) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1)의 그래프. 𝑥 = 𝜋/4에서 최댓값 3/2 +
√

2, 𝑥 = 𝜋와 𝑥 = 3𝜋/2에서 𝑓 = 0 (세 점이 한 직선 

위에 놓이는 순간).

의미 해석 — 𝑥 = 𝜋/4일 때 세 점은

𝐴 = (
√

2,  
√

2 + 1), 𝐵 = (
√

2
2

+ 1,  
√

2
2

), 𝐶 = (−
√

2
2

− 1,  
√

2
2

)

에 있고, 밑변 𝐵𝐶 = 2 +
√

2, 높이 ℎ = 1 +
√

2/2이다. 실제로

1
2
(2 +

√
2)(1 +

√
2

2
) = 1

2
(2 +

√
2 +

√
2 + 1) = 3 + 2

√
2

2
= 3

2
+

√
2

로 앞의 결과와 일치한다. 밑변은 sin 𝑥만으로, 높이는 cos 𝑥만으로 결정되는데 두 인수가 동시에 커지는 지점은 sin 𝑥 =
cos 𝑥인 𝑥 = 𝜋/4이며, 이것이 𝑓 ′(𝑥)의 첫 번째 인수 cos 𝑥 − sin 𝑥가 0이 되는 조건과 정확히 같다. 한편 𝑥 = 5𝜋/4에서 얻

는 3/2 −
√

2 ≈ 0.086은 두 인수가 동시에 작아지는 지점이어서 최댓값이 아니라 극솟값이며, 𝑓 ′의 두 번째 인수가 0이 

되는 𝑥 = 𝜋,  3𝜋/2에서는 삼각형 자체가 사라져 𝑓 = 0이 된다. 즉 (1)에서 찾은 두 순간이 (2)의 그래프에서 두 개의 최솟

값 자리로 그대로 다시 나타난다.

4
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채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)

– 세 점이 일직선에 있는 두 가지 경우를 모두 찾고 각각에 대해 올바른 논증을 하면 2점.

– 세 점이 일직선에 있는 한 가지 경우만 찾고 이를 논증하면 1점.

– 세 점이 일직선에 있는 두 가지 경우를 모두 찾았지만 이를 논증하지 못하면 0점.

2점

(2)

– 삼각형 𝐴𝐵𝐶 넓이의 공식 𝑓(𝑥) = (sin 𝑥 + 1)(cos 𝑥 + 1)과 그 미분식을 구하면 1점

– (ii) cos 𝑥 + sin 𝑥 + 1 = 0 경우를 언급하지 않고 답만 맞으면 최대 2점.

(만약, 삼각형 𝐴𝐵𝐶 넓이의 공식은 틀렸지만 문제에서 제시한 도형을 옳게 설명하고 자신이 구한 

넓이의 옳은 최댓값을 구하면 2번에서 최대 2점.)

3점

5
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Ⅱ. 예시답안

문제 1 공간의 원·정다각형이 𝑥𝑦 평면에 만드는 자취 공간의 직선 · 닮음 · 정다각형의 넓이와 둘레

(1) (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 6)2 = 1 (𝑥𝑦 평면 위의 원)
(a) 교점을 매개변수로 나타낸다. 집합 𝐴는 중심 𝑀(0, 0, 6), 반지름 2인 𝑧 = 6 평면 위의 원이므로 그 점을 𝑃 =

(2 cos 𝑡,  2 sin 𝑡,  6) (0 ≤ 𝑡 < 2𝜋)로 둘 수 있다. 𝑄 = (2, 4, 2)이고 두 점의 𝑧좌표가 2 ≠ 6이므로 직선 𝑄𝑃 는 𝑧축 방

향 성분이 0이 아니어서 𝑥𝑦 평면과 정확히 한 점에서 만난다. 직선 위의 점을 𝑄 + 𝑠(𝑃 − 𝑄)로 두면 𝑧좌표는

2 + 𝑠(6 − 2) = 2 + 4𝑠 = 0 ⇒ 𝑠 = −1
2

이다.
(b) 교점의 좌표를 계산한다.

𝑥 = 2 − 1
2
(2 cos 𝑡 − 2) = 3 − cos 𝑡, 𝑦 = 4 − 1

2
(2 sin 𝑡 − 4) = 6 − sin 𝑡

이므로 교점은 (3 − cos 𝑡,  6 − sin 𝑡,  0)이다. 따라서

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 6)2 = cos2 𝑡 + sin2 𝑡 = 1
이 성립하고, 거꾸로 이 원 위의 임의의 점은 적당한 𝑡에서 얻어지므로 교점들의 집합은 정확히 이 원 전체이다.

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 6)2 = 1 (단, 𝑧 = 0)

중심 𝐶(3, 3, 0) 이 아니라 (3, 6, 0) 임에 주의하자. 이는 𝑄(2, 4, 2) 를 𝑀(0, 0, 6) 에서 본 𝑥𝑦 평면 위의 상이다: 
3
2
(2, 4) =

(3, 6).

(2) 𝑆𝑛 = 𝜋 + 6𝑛 sin(𝜋/𝑛) + (9𝑛/2) sin(2𝜋/𝑛)
(a) 상(像)의 좌표를 일반화한다. 𝑧 = 2 평면 위의 점 𝑊와 𝑃 ∈ 𝐴에 대해, (1)과 똑같이 𝑠 = −1/2이므로 𝑥𝑦 평면과의 

교점 𝑊 ′은 (평면 좌표로 써서)

𝑊 ′ = 𝑊 + (−1
2
)(𝑃 − 𝑊) = 3

2
𝑊 − 1

2
𝑃

3
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(a) 교점을 매개변수로 나타낸다. 집합 𝐴는 중심 𝑀(0, 0, 6), 반지름 2인 𝑧 = 6 평면 위의 원이므로 그 점을 𝑃 =

(2 cos 𝑡,  2 sin 𝑡,  6) (0 ≤ 𝑡 < 2𝜋)로 둘 수 있다. 𝑄 = (2, 4, 2)이고 두 점의 𝑧좌표가 2 ≠ 6이므로 직선 𝑄𝑃 는 𝑧축 방

향 성분이 0이 아니어서 𝑥𝑦 평면과 정확히 한 점에서 만난다. 직선 위의 점을 𝑄 + 𝑠(𝑃 − 𝑄)로 두면 𝑧좌표는

2 + 𝑠(6 − 2) = 2 + 4𝑠 = 0 ⇒ 𝑠 = −1
2

이다.
(b) 교점의 좌표를 계산한다.

𝑥 = 2 − 1
2
(2 cos 𝑡 − 2) = 3 − cos 𝑡, 𝑦 = 4 − 1

2
(2 sin 𝑡 − 4) = 6 − sin 𝑡

이므로 교점은 (3 − cos 𝑡,  6 − sin 𝑡,  0)이다. 따라서

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 6)2 = cos2 𝑡 + sin2 𝑡 = 1
이 성립하고, 거꾸로 이 원 위의 임의의 점은 적당한 𝑡에서 얻어지므로 교점들의 집합은 정확히 이 원 전체이다.

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 6)2 = 1 (단, 𝑧 = 0)

중심 𝐶(3, 3, 0) 이 아니라 (3, 6, 0) 임에 주의하자. 이는 𝑄(2, 4, 2) 를 𝑀(0, 0, 6) 에서 본 𝑥𝑦 평면 위의 상이다: 
3
2
(2, 4) =

(3, 6).

(2) 𝑆𝑛 = 𝜋 + 6𝑛 sin(𝜋/𝑛) + (9𝑛/2) sin(2𝜋/𝑛)
(a) 상(像)의 좌표를 일반화한다. 𝑧 = 2 평면 위의 점 𝑊와 𝑃 ∈ 𝐴에 대해, (1)과 똑같이 𝑠 = −1/2이므로 𝑥𝑦 평면과의 

교점 𝑊 ′은 (평면 좌표로 써서)

𝑊 ′ = 𝑊 + (−1
2
)(𝑃 − 𝑊) = 3

2
𝑊 − 1

2
𝑃
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이다. 여기서 
1
2
𝑃 = (cos 𝑡,  sin 𝑡)는 원점 중심 단위원 전체를 훑는다. 따라서 정 𝑛각형(변과 내부를 포함) 𝐾가 만

드는 상의 집합은

𝐸 = {3
2
𝑤 + 𝑢 : 𝑤 ∈ 𝐾,  |𝑢| = 1}

이다 (−𝑢도 단위원 전체를 훑으므로 부호는 상관없다).
(b) 𝐾′ ≔ (3/2)𝐾 를 확인한다. 𝐾는 중심 𝑅(2, 2), 외접원의 반지름 2인 정 𝑛각형이므로 𝐾′은 중심 

3
2
(2, 2) = (3, 3), 

외접원의 반지름 
3
2

× 2 = 3인 정 𝑛각형이다. 이 중심 𝐶(3, 3, 0)은 실제로 직선 𝑀𝑅가 𝑥𝑦 평면과 만나는 점이다.

(c) 보조정리 — 𝐸는 𝐾′을 반지름 1만큼 부풀린 도형이다. 즉 𝐸 = {𝑧 : dist(𝑧, 𝐾′) ≤ 1} 임을 보인다.

• (⊆) 𝑧 = 𝑤 + 𝑢 (𝑤 ∈ 𝐾′, |𝑢| = 1)이면 dist(𝑧, 𝐾′) ≤ |𝑧 − 𝑤| = 1.

• (⊇) dist(𝑧, 𝐾′) ≤ 1이라 하자. 𝐾′은 볼록이고 내접원의 반지름이 3 cos(𝜋/𝑛) ≥ 3 cos(𝜋/3) = 3/2 이므로 (𝑛 ≥
3) 지름이 3 이상이다. 곧 |𝑝 − 𝑞| ≥ 3인 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐾′이 있는데, 만약 𝐾′의 모든 점이 𝑧에서 거리 1 이하라면 |𝑝 −
𝑞| ≤ 2가 되어 모순이다. 그러므로 𝐾′ 안에는 𝑧까지의 거리가 1보다 큰 점도 있고 1 이하인 점도 있다. 연속함수 

𝑤 ↦ |𝑧 − 𝑤|를 연결집합 𝐾′ 위에서 보면 사잇값 정리에 의해 |𝑧 − 𝑤| = 1인 𝑤 ∈ 𝐾′이 존재하고, 𝑢 = 𝑧 − 𝑤로 

두면 𝑧 = 𝑤 + 𝑢, |𝑢| = 1이다.
(d) 부풀린 도형을 세 부분으로 나눈다. 𝐾′이 볼록다각형이므로 𝐸는 다음 세 부분이 (경계를 빼고) 겹치지 않게 붙은 도

형이다.

• 다각형 𝐾′ 자신

• 각 변 위에 세운 직사각형 𝑛개 — 가로는 그 변의 길이, 세로는 1. 넓이의 합은 (둘레) × 1.

• 각 꼭짓점에서의 부채꼴 𝑛개 — 반지름 1, 중심각은 그 꼭짓점의 외각. 볼록다각형의 외각의 합이 2𝜋이므로 이 

부채꼴들을 모으면 정확히 반지름 1인 원 하나가 되어 넓이의 합은 𝜋.

따라서 𝑆𝑛 = (𝐾′ 의 넓이) + (𝐾′ 의 둘레) + 𝜋 이다.
(e) 정 𝑛각형의 넓이와 둘레. 외접원의 반지름이 3이므로 중심과 한 변이 이루는 이등변삼각형의 꼭지각은 2𝜋/𝑛이고,

(𝐾′ 의 넓이) = 𝑛 × 1
2

⋅ 32 sin 2𝜋
𝑛

= 9𝑛
2

sin 2𝜋
𝑛

,

(한 변의 길이) = 2 ⋅ 3 sin 𝜋
𝑛

⇒ (𝐾′ 의 둘레) = 6𝑛 sin 𝜋
𝑛

.

𝑆𝑛 = 𝜋 + 6𝑛 sin 𝜋
𝑛

+ 9𝑛
2

sin 2𝜋
𝑛

[답안 그림 1] 𝑧 = 2 평면의 점 𝑊는 𝑥𝑦 평면의 (3/2)𝑊 − (1/2)𝑃  로 옮겨진다. (1/2)𝑃  가 단위원을 훑으므로 상은 (3/2)𝐾 를 반지름 1

만큼 부풀린 도형이 된다.
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[답안 그림 2] (왼쪽) 𝑆𝑛 의 세 조각 — 정 𝑛각형(노랑) + 직사각형 𝑛개(초록) + 부채꼴 𝑛개(보라, 합치면 반지름 1인 원). (오른쪽) 𝑛이 

커질수록 𝑆𝑛은 16𝜋에 수렴한다.

(3) lim𝑛→∞ 𝑆𝑛 = 16𝜋
(a) lim𝑥→0(sin 𝑥)/𝑥 = 1 을 두 번 쓴다. 𝑛 → ∞이면 𝜋/𝑛 → 0, 2𝜋/𝑛 → 0이므로

6𝑛 sin 𝜋
𝑛

= 6𝜋 ⋅ sin(𝜋/𝑛)
𝜋/𝑛

→ 6𝜋, 9𝑛
2

sin 2𝜋
𝑛

= 9𝜋 ⋅ sin(2𝜋/𝑛)
2𝜋/𝑛

→ 9𝜋

이다. 따라서 𝑆𝑛 → 𝜋 + 6𝜋 + 9𝜋 = 16𝜋.
(b) 기하적 확인. 𝑛 → ∞이면 정 𝑛각형 𝐾′은 중심 𝐶(3, 3), 반지름 3인 원에 가까워지고, 이를 반지름 1만큼 부풀린 도

형은 반지름 3 + 1 = 4인 원이 된다. 그 넓이는 𝜋 ⋅ 42 = 16𝜋로 위 계산과 일치한다.

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 16𝜋
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채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1) 답을 구하면 1점 1점

(2) 𝑆𝑛 식을 구하면 3점 (만약, 𝑆𝑛 의 식은 틀렸지만 옳은 도형을 설명하면 1점.) 3점

(3)
lim𝑛→∞ 𝑆𝑛 을 구하면 1점. ((2)번의 𝑆𝑛 식을 이용하거나 반지름이 4인 원의 넓이로 이해해서 답을 

구하면 1점)
1점

문제 2 일렬 타일 위를 걷는 개미와 조건부확률 중복순열(다항계수) · 이웃 항의 비 · 조임 정리

(1) 2𝑛𝐶𝑚 ⋅ 2𝑛−𝑚𝐶𝑚 = (2𝑛)!/(𝑚! 𝑚! (2𝑛 − 2𝑚)!) 가지
(a) 한 번의 움직임은 동·서·수직 세 종류뿐이다. 타일이 일렬로 놓여 있으므로 교차점은 위쪽 줄과 아래쪽 줄에만 있고, 

각 교차점에 연결된 세 변은 동쪽 1개, 서쪽 1개, 그리고 수직 방향 1개이다 (아래쪽 줄에서는 북쪽, 위쪽 줄에서는 

남쪽). 즉 수직 방향은 현재 서 있는 줄이 정해지면 자동으로 결정되므로, 2𝑛번의 움직임은 동·서·수직의 나열로 완

전히 결정된다.
(b) 출발점으로 돌아올 필요충분조건. 서쪽 𝑚회, 동쪽 𝑒회, 수직 𝑣회라 하면 𝑚 + 𝑒 + 𝑣 = 2𝑛이다.

• 동서 방향: 최종 위치의 가로 좌표가 처음과 같으려면 𝑒 = 𝑚이어야 하고, 역도 성립한다.

• 남북 방향: 수직 이동은 줄을 한 번씩 바꾸므로, 처음 줄로 돌아오려면 𝑣가 짝수여야 한다. 그런데 𝑒 = 𝑚일 때 

𝑣 = 2𝑛 − 2𝑚은 항상 짝수이므로 이 조건은 자동으로 만족된다.

따라서 “2𝑛번째에 𝐴로 돌아오고 서쪽 이동이 𝑚회”인 것은 곧 “서쪽 𝑚회, 동쪽 𝑚회, 수직 2𝑛 − 2𝑚회를 어떤 순서

로든 나열한 것”과 같다. (채점 기준의 표현대로 하면 북쪽·남쪽이 각각 𝑛 − 𝑚회씩이다.)
(c) 경우의 수를 센다. 2𝑛개의 자리 중 서쪽이 놓일 𝑚개를 고르고, 남은 2𝑛 − 𝑚개 중 동쪽이 놓일 𝑚개를 고르면 나머

지는 모두 수직으로 정해지므로

2𝑛𝐶𝑚 ⋅ 2𝑛−𝑚𝐶𝑚 = (2𝑛)!
𝑚!(2𝑛 − 𝑚)!

⋅ (2𝑛 − 𝑚)!
𝑚!(2𝑛 − 2𝑚)!

= (2𝑛)!
𝑚! 𝑚! (2𝑛 − 2𝑚)!

가지이다. (𝑚 = 0이면 1가지, 𝑚 = 𝑛이면 
(2𝑛)!
(𝑛!)2 = 2𝑛𝐶𝑛가지로 맞다.)

𝑁𝑚 ≔ 2𝑛𝐶𝑚 ⋅ 2𝑛−𝑚𝐶𝑚 = (2𝑛)!
𝑚! 𝑚! (2𝑛 − 2𝑚)!

(2) lim𝑛→∞ 𝑓(𝑛)/𝑛 = 2/3
(a) 조건부확률은 경우의 수에 비례한다. 모든 길이 2𝑛의 경로는 확률 (1/3)2𝑛로 똑같이 일어나므로, 조건 “2𝑛번째에 

𝐴로 돌아옴” 아래에서

𝑝𝑛,𝑚 = 𝑁𝑚
∑𝑛

𝑘=0 𝑁𝑘

이다. 분모는 𝑚에 무관한 상수이므로 𝑝𝑛,𝑚을 최대로 하는 𝑚은 곧 𝑁𝑚을 최대로 하는 𝑚이며, 𝑓(𝑛)은 그 중 가장 작

은 값이다.
(b) 이웃한 두 항의 비. 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 − 1에서

𝑁𝑚+1
𝑁𝑚

= (2𝑛)!
(𝑚 + 1)!(𝑚 + 1)!(2𝑛 − 2𝑚 − 2)!

⋅ 𝑚! 𝑚! (2𝑛 − 2𝑚)!
(2𝑛)!

= (2𝑛 − 2𝑚)(2𝑛 − 2𝑚 − 1)
(𝑚 + 1)2

이다. 따라서 𝑁𝑚+1과 𝑁𝑚의 대소는 (𝑚 + 1)2과 (2𝑛 − 2𝑚)(2𝑛 − 2𝑚 − 1)의 대소로 결정된다. 이때 𝑚 ≤ 𝑛 − 1이

므로 2𝑛 − 2𝑚 ≥ 2, 2𝑛 − 2𝑚 − 1 ≥ 1로 두 인수 모두 양수이다.
(c) 증가 구간. 𝑚 ≤ (2𝑛 − 2)/3, 곧 𝑚 + 1 ≤ 2𝑛 − 2𝑚 − 1이면

(𝑚 + 1)2 ≤ (2𝑛 − 2𝑚 − 1)2 < (2𝑛 − 2𝑚 − 1)(2𝑛 − 2𝑚)
이므로 (마지막 부등호는 2𝑛 − 2𝑚 > 2𝑛 − 2𝑚 − 1 > 0) 𝑁𝑚+1 > 𝑁𝑚이다. 즉 𝑁은 𝑚 = 0부터 𝑚0 ≔ ⌊(2𝑛 − 2)/3⌋ 

를 지나 𝑚0 + 1까지 순증가한다. 따라서 𝑚 ≤ 𝑚0인 어떤 𝑚도 최대가 될 수 없고

𝑓(𝑛) ≥ 𝑚0 + 1 > 2𝑛 − 2
3

.

(d) 감소 구간. 𝑚 ≥ (2𝑛 − 1)/3, 곧 𝑚 + 1 ≥ 2𝑛 − 2𝑚이면

(𝑚 + 1)2 ≥ (2𝑛 − 2𝑚)2 > (2𝑛 − 2𝑚)(2𝑛 − 2𝑚 − 1)
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이므로 𝑁𝑚+1 < 𝑁𝑚이다. 즉 𝑚1 ≔ ⌈(2𝑛 − 1)/3⌉ 이상에서 𝑁은 순감소한다. 따라서 𝑚 > 𝑚1인 𝑚은 최대가 될 수 

없고

𝑓(𝑛) ≤ 𝑚1 < 2𝑛 − 1
3

+ 1.

(e) 조임 정리. (c)·(d)를 합치면
2𝑛 − 2

3
< 𝑓(𝑛) < 2𝑛 − 1

3
+ 1

이고, 양변을 𝑛으로 나누면

2
3

− 2
3𝑛

< 𝑓(𝑛)
𝑛

< 2
3

− 1
3𝑛

+ 1
𝑛

= 2
3

+ 2
3𝑛

이다. 양 끝이 모두 2/3으로 수렴하므로 조임 정리에 의해

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛)
𝑛

= 2
3

직관적으로도 각 걸음이 확률 1/3로 서쪽이므로 2𝑛걸음 중 서쪽은 평균 2𝑛/3회이며, 되돌아온다는 조건 아래에서도 이 비

율이 유지된다는 뜻이다.

[답안 그림 3] (왼쪽) 𝑛 = 12일 때 𝑁𝑚의 분포 — 최댓값은 2𝑛/3 = 8에서 난다. (오른쪽) 𝑓(𝑛)/𝑛은 (c)·(d)의 두 경계 사이에 갇혀 2/3으

로 수렴한다.

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)

(1점) 서쪽 움직임을 𝑚 회 실시하면서 2𝑛 번째 교차점이 출발점과 일치하려면, 동쪽 움직임 횟수도 

𝑚 회라는 사실을 도출. (일반적으로, 북, 남, 동, 서쪽으로 각각 𝑛 − 𝑚, 𝑛 − 𝑚, 𝑚, 𝑚 회 이동해야 한

다.) (1점) 경우의 수를 이항계수를 이용하여 정확히 도출.

2점

(2)

(1점) 조건부확률 𝑝𝑛,𝑚 을 도출. (1점) 이웃한 두 경우의 수를 비교하는 아이디어를 언급. (1점) 𝑚 

이 커짐에 따라 조건부확률이 증가하다 감소한다는 사실을 이항계수의 정의를 이용하여 관찰하여, 

증감성이 변하는 지점이 2𝑛/3 근방이라는 사실을 도출.

(※ 채점 시 주의사항) – 𝑓(𝑛) 의 범위가 위 풀이와 정확히 일치하지 않아도, 적절한 상수 𝑐1, 𝑐2 ≥ 0 

에 대해 (2𝑛 − 𝑐1)/3 ≤ 𝑓(𝑛) ≤ (2𝑛 + 𝑐2)/3 를 도출하여도 정답 인정. – 위 풀이처럼 𝑚 의 범위에 

대한 경우를 나누지 않고, (𝑚 + 1)2 와 (2𝑛 − 2𝑚)(2𝑛 − 2𝑚 − 1) 의 대소관계를 𝑚 에 대한 이차식

으로 간주하여 다른 방법으로 해결한 경우 (예시: 근의 공식 이용)도 정답 인정.

(특수 상황, 1점) 각 교차점에서 서쪽 움직임의 확률이 1/3 이라서 𝑓(𝑛) 의 값이 대략 2𝑛 × 1/3 =
2𝑛/3 이라고 언급하면 총점 3점 중 1점.

3점

문제 3 순서쌍의 친화도 판별식 · 근과 계수의 관계 · 수학적 귀납법

(1) 정의되고, 친화도는 1
(a) 𝑥2 − 6𝑥 + 9 = (𝑥 − 3)2 = 0이므로 실수해는 𝑥 = 3(중근)이다. 중근은 두 개로 세므로 (𝑎1, 𝑏1) = (3, 3)이다.
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(b) 다음 방정식 𝑥2 + 3𝑥 + 3 = 0의 판별식은

𝐷 = 32 − 4 ⋅ 1 ⋅ 3 = 9 − 12 = −3 < 0
이므로 실수해가 없다. 즉 실수해를 갖지 않는 최소의 𝑘가 𝑘 = 1이다.

(−6, 9)의 친화도는 정의되며 그 값은 1이다.

(2) 정의되지 않는다
(a) 처음 두 단계를 계산한다. 𝑥2 − 3𝑥 + 2 = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2) = 0에서 해는 1, 2이므로 (𝑎1, 𝑏1) = (2, 1)이다. 다음으로 

𝑥2 + 2𝑥 + 1 = (𝑥 + 1)2 = 0에서 해는 −1(중근)이므로 (𝑎2, 𝑏2) = (−1, −1)이다. 여기서 𝑏2 = −1 < 0이다.
(b) 보조정리 A — 어떤 𝑘에서 𝑏𝑘 < 0이면 과정은 결코 끝나지 않는다.

𝑏𝑘 < 0이라 하자. 판별식이

𝐷 = 𝑎2
𝑘 − 4𝑏𝑘 > 0

이므로 방정식 𝑥2 + 𝑎𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 = 0은 서로 다른 두 실수해를 가진다. 근과 계수의 관계에서 두 해의 곱은 𝑏𝑘 < 0이

므로 두 해의 부호가 서로 다르고, 𝑎𝑘+1 ≥ 𝑏𝑘+1이라는 약속에 의해
𝑎𝑘+1 > 0 > 𝑏𝑘+1

이다. 특히 𝑏𝑘+1 < 0이다. 따라서 “𝑏𝑘 < 0”은 다음 단계로 그대로 이어지며, 수학적 귀납법에 의해 모든 𝑗 ≥ 𝑘에 대

하여 (𝑎𝑗, 𝑏𝑗)가 존재하고 𝑏𝑗 < 0이다. 즉 실수해가 없어지는 일이 결코 일어나지 않는다.
(c) (a)에서 𝑏2 = −1 < 0이므로 보조정리 A에 의해 과정이 끝나지 않는다.

(−3, 2)의 친화도는 정의되지 않는다.

실제로 (𝑎3, 𝑏3) = (1 +
√

5
2

,  1 −
√

5
2

) 이고 이후에도 𝑏𝑘 < 0이 계속된다.

(3) 친화도의 최댓값은 1
(a) 보조정리 B — 𝑏1 = 0이면 친화도는 정의되지 않는다. 𝑏1 = 0이고 𝑎1 ≥ 𝑏1 = 0이라 하자. 방정식 𝑥2 + 𝑎1𝑥 = 𝑥(𝑥 +

𝑎1) = 0은 언제나 실수해 0, −𝑎1을 가지므로 친화도가 1일 수는 없고, 𝑎2 = max(0, −𝑎1), 𝑏2 = min(0, −𝑎1)이다.

• 𝑎1 > 0이면 (𝑎2, 𝑏2) = (0, −𝑎1)이고 𝑏2 < 0이므로 보조정리 A에 의해 정의되지 않는다.

• 𝑎1 = 0이면 (𝑎2, 𝑏2) = (0, 0)이고, 이후 모든 단계에서 (𝑎𝑘, 𝑏𝑘) = (0, 0)이 반복되어 𝑥2 = 0이 늘 실수해를 가지

므로 과정이 끝나지 않는다.
(b) 친화도가 정의되고 1 이상이면 𝑎1 ≥ 𝑏1 > 0이다. 친화도가 1 이상이라는 것은 첫 방정식 𝑥2 + 𝑎0𝑥 + 𝑏0 = 0이 실

수해 𝑎1 ≥ 𝑏1을 가진다는 뜻이다. 보조정리 A에서 𝑏1 < 0은 불가능하고, 보조정리 B에서 𝑏1 = 0도 불가능하므로 

𝑏1 > 0이며, 𝑎1 ≥ 𝑏1 > 0이다.
(c) 친화도가 2 이상일 수 없다. 친화도가 2 이상이라면 𝑥2 + 𝑎1𝑥 + 𝑏1 = 0도 실수해 𝑎2 ≥ 𝑏2를 가져야 한다. 근과 계수

의 관계에서
𝑎2𝑏2 = 𝑏1 > 0, 𝑎2 + 𝑏2 = −𝑎1 < 0

이므로 두 해는 부호가 같으면서 합이 음수, 즉 둘 다 음수이다. 특히 𝑏2 < 0이고, 보조정리 A에 의해 친화도가 정의

되지 않는다 — 가정에 모순이다. 따라서 친화도가 정의되면 그 값은 0 또는 1뿐이다.
(d) 1이 실제로 달성된다. (1)에서 (−6, 9)의 친화도가 1임을 확인했다. (친화도 0의 예로는 (0, 1)이 있다: 𝑥2 + 1 = 0은 

실수해가 없다.)

친화도가 정의되는 순서쌍의 친화도는 0 또는 1이며, 그 최댓값은 1이다.
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채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)
𝑥2 − 6𝑥 + 9 = 0 의 해를 구하고, 𝑥2 + 3𝑥 + 3 = 0 의 해가 없음을 구해서 (−6, 9) 의 친화도가 1임

을 확인한다. (1점)
1점

(2)

(𝑎0, 𝑏0) = (−3, 2) 인 경우, (𝑎1, 𝑏1) = (2, 1) 이고, (𝑎2, 𝑏2) = (−1, −1) 라는 것을 확인한다. (1점) 

𝑏𝑘 가 음수가 될 경우, 앞의 과정이 끝나지 않고 계속 반복되어 친화도가 정의되지 않음을 설명한다. 

(1점)

2점

(3)

𝑥2 + 𝑎0𝑥 + 𝑏0 = 0 가 음수해를 가질 경우, (𝑎0, 𝑏0) 의 친화도가 정의되지 않음을 이해한다. (1점) 

두 실수해가 있을 경우, 그 중 하나는 음수가 되어야 함을 설명한다. (1점) 이를 이용해서 친화도의 

최댓값이 1임을 보인다. (1점)

2점

문제 4 벽을 미끄러지는 직각삼각형의 그림자 좌표 설정 · 삼각함수의 합성 · 미분을 이용한 최대

좌표 설정 — 바닥을 𝑥축, 벽을 𝑦축으로 두고 𝑂를 원점이라 하자. ∠𝑂𝐴𝐵 = 𝜃이고 𝐴𝐵 = 4이므로 𝐴에서 𝐵까지의 변위

는 수평으로 4 sin 𝜃, 수직으로 −4 cos 𝜃이다. 따라서

𝐴 = (0,  4 cos 𝜃), 𝐵 = (4 sin 𝜃,  0), 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2
.

∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜋/2이고 𝐵𝐶 = 3이며 𝐶는 𝐴𝐵의 오른쪽에 있으므로, 𝐴𝐵를 90° 돌린 단위벡터 (cos 𝜃,  sin 𝜃) 방향으로

𝐶 = 𝐵 + 3(cos 𝜃,  sin 𝜃) = (4 sin 𝜃 + 3 cos 𝜃,  3 sin 𝜃)
이다. (확인: 𝐴𝐵 = 4, 𝐵𝐶 = 3, 𝐵𝐴 ⋅ 𝐵𝐶 = 0이 모두 성립한다.) 또 ∠𝐵𝐶𝐴 = 𝛼는 직각삼각형에서 tan 𝛼 = 𝐴𝐵/𝐵𝐶 =
4/3을 만족한다.

(1) 𝑓(𝜃) = 4 cos 𝜃 (0 ≤ 𝜃 ≤ 𝛼), 𝑓(𝜃) = 3 sin 𝜃 (𝛼 < 𝜃 ≤ 𝜋/2)
(a) 그림자는 𝑦축으로의 정사영이다. 빛이 수평이고 삼각형을 뚫지 않으므로, 벽에 생기는 그림자는 삼각형 𝐴𝐵𝐶를 𝑦

축 위로 정사영한 선분이다. 볼록집합인 삼각형의 정사영은 세 꼭짓점의 𝑦좌표의 최솟값부터 최댓값까지의 구간이

므로, 그 길이는

max(4 cos 𝜃,  0,  3 sin 𝜃) − min(4 cos 𝜃,  0,  3 sin 𝜃).
0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2에서 4 cos 𝜃 ≥ 0, 3 sin 𝜃 ≥ 0이므로 최솟값은 𝐵의 𝑦좌표 0이고, 그림자의 길이는 max(4 cos 𝜃,  3 sin 𝜃)
이다.

(b) 두 값의 대소는 𝛼에서 바뀐다.

4 cos 𝜃 ≥ 3 sin 𝜃 ⇔ tan 𝜃 ≤ 4
3

= tan 𝛼 ⇔ 𝜃 ≤ 𝛼

이다 (tan은 [0, 𝜋/2)에서 순증가). 특히 𝜃 = 𝛼에서 두 값이 같고 (4 cos 𝛼 = 3 sin 𝛼 = 12/5), 𝜃 = 𝜋/2에서는 

4 cos 𝜃 = 0 < 3 = 3 sin 𝜃이다.

𝑓(𝜃) = {4 cos 𝜃 (0 ≤ 𝜃 ≤ 𝛼)
3 sin 𝜃 (𝛼 < 𝜃 ≤ 𝜋/2), tan 𝛼 = 4

3
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[답안 그림 4] (왼쪽) 𝜃 < 𝛼이면 𝐴가 𝐶보다 높아 그림자의 위 끝이 𝐴이다. (오른쪽) 두 곡선 4 cos 𝜃와 3 sin 𝜃의 위쪽 포락선이 𝑓(𝜃)이며, 

두 곡선은 𝜃 = 𝛼에서 만난다.

(2) 𝑥 = 2
√

2
(a) 사다리꼴의 넓이를 𝜃로 나타낸다. 빛이 수직이므로 𝐶의 그림자는 𝐷 = (4 sin 𝜃 + 3 cos 𝜃,  0)이다. 사각형 𝐴𝑂𝐷𝐶

에서 𝐴𝑂와 𝐷𝐶는 모두 𝑦축에 평행한 선분이므로 이 사각형은 사다리꼴이고, 두 평행변의 길이는

𝐴𝑂 = 4 cos 𝜃, 𝐷𝐶 = 3 sin 𝜃
이며 두 평행변 사이의 거리는 𝑂𝐷 = 4 sin 𝜃 + 3 cos 𝜃이다. 따라서

(넓이) = 1
2
(4 cos 𝜃 + 3 sin 𝜃)(4 sin 𝜃 + 3 cos 𝜃).

(b) 전개하여 정리한다.
1
2
(16 sin 𝜃 cos 𝜃 + 12 cos2 𝜃 + 12 sin2 𝜃 + 9 sin 𝜃 cos 𝜃) = 1

2
(25 sin 𝜃 cos 𝜃 + 12) = 6 + 25

4
sin 2𝜃

이다 (sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 1과 sin 2𝜃 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃를 사용). 삼각형 세 개로 잘라 세어도 같다:

△ 𝐴𝐵𝐶 + △ 𝐴𝑂𝐵 + △ 𝐵𝐷𝐶 = 6 + 8 sin 𝜃 cos 𝜃 + 9
2

sin 𝜃 cos 𝜃 = 6 + 25
4

sin 2𝜃.

(c) 최댓값. 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2이므로 0 ≤ 2𝜃 ≤ 𝜋이고, 이 범위에서 sin 2𝜃는 2𝜃 = 𝜋/2, 곧 𝜃 = 𝜋/4에서만 최댓값 1을 가진

다. 이때 넓이는 6 + 25/4 = 49/4이고

𝑥 = 𝑂𝐵 = 4 sin 𝜋
4

= 4 ⋅
√

2
2

= 2
√

2

[답안 그림 5] (왼쪽) 사다리꼴 𝐴𝑂𝐷𝐶는 세 삼각형으로 잘린다. (오른쪽) 넓이 6 + (25/4) sin 2𝜃는 𝜃 = 45°에서 최대가 된다.

(3) △ 𝐴𝑂𝐵의 넓이 = 100/
√

706 = 50
√

706/353 ≈ 3.76
(a) 𝐷의 위치와 𝜃의 범위. 빛이 바닥과 45°를 이루며 오른쪽 위에서 왼쪽 아래로 내려오므로, 높이 ℎ인 점의 그림자는 

𝑥좌표가 ℎ만큼 왼쪽으로 옮겨진다. 따라서

𝐷 = (𝐶𝑥 − 𝐶𝑦,  0) = (4 sin 𝜃 + 3 cos 𝜃 − 3 sin 𝜃,  0) = (sin 𝜃 + 3 cos 𝜃,  0).
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𝐷가 𝐵의 오른쪽에 있을 조건은

sin 𝜃 + 3 cos 𝜃 ≥ 4 sin 𝜃 ⇔ 3 cos 𝜃 ≥ 3 sin 𝜃 ⇔ tan 𝜃 ≤ 1 ⇔ 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
4
.

(b) 넓이를 𝜃로 나타낸다. 𝐸 = (𝐶𝑥,  0)이라 하면 𝐴𝑂𝐸𝐶는 (2)에서 다룬 사다리꼴이고, 사각형 𝐴𝑂𝐷𝐶는 거기서 삼각

형 𝐶𝐷𝐸를 뺀 것이다. 𝐷𝐸 = 𝐶𝑥 − 𝐷𝑥 = 𝐶𝑦 = 3 sin 𝜃이고 𝐶𝐸 = 𝐶𝑦 = 3 sin 𝜃이므로

△ 𝐶𝐷𝐸 = 1
2
(3 sin 𝜃)(3 sin 𝜃) = 9

2
sin2 𝜃

이고, 따라서

𝑓(𝜃) = 6 + 25
4

sin 2𝜃 − 9
2

sin2 𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
4
.

(c) 삼각함수의 합성으로 최댓값을 찾는다 (미분 없이). sin2 𝜃 = (1 − cos 2𝜃)/2를 대입하면

𝑓(𝜃) = 6 + 25
4

sin 2𝜃 − 9
4
(1 − cos 2𝜃) = 15

4
+ 1

4
(25 sin 2𝜃 + 9 cos 2𝜃)

이고, 
√

252 + 92 =
√

625 + 81 =
√

706이므로

𝑓(𝜃) = 15
4

+
√

706
4

sin(2𝜃 + 𝜑), cos 𝜑 = 25√
706

,  sin 𝜑 = 9√
706

로 합성된다. 𝜑 = arctan(9/25) ≈ 19.80°이고 0 ≤ 2𝜃 ≤ 90°이므로 2𝜃 + 𝜑는 𝜑부터 90° + 𝜑까지 움직이며, 그 사

이에 2𝜃 + 𝜑 = 90°가 들어 있다. 그때 sin(2𝜃 + 𝜑) = 1로 최대이고,

2𝜃 = 90° − 𝜑 ⇒ tan 2𝜃 = tan(90° − 𝜑) = 1
tan

𝜑 = 25
9

이다. 0 < 2𝜃 < 90°이므로 sin 2𝜃, cos 2𝜃가 모두 양수여서

sin 2𝜃 = 25√
706

, cos 2𝜃 = 9√
706

, 𝑓max = 15
4

+
√

706
4

= 15 +
√

706
4

≈ 10.39.

(𝜃 ≈ 35.10°로 범위 [0, 45°] 안에 있다. 양 끝값은 𝑓(0) = 6, 𝑓(𝜋/4) = 6 + 25/4 − 9/4 = 10으로 모두 이보다 작다.)
(d) 별해 — 미분.

𝑓 ′(𝜃) = 25
2

cos 2𝜃 − 9 sin 𝜃 cos 𝜃 = 25
2

cos 2𝜃 − 9
2

sin 2𝜃 = 1
2

cos 2𝜃(25 − 9 tan 2𝜃)

이므로 0 < 2𝜃 < 𝜋/2에서 cos 2𝜃 > 0이고, tan 2𝜃가 순증가하므로 𝑓 ′의 부호는 tan 2𝜃 < 25/9일 때 양, > 25/9일 

때 음이다. 즉 tan 2𝜃 = 25/9인 유일한 𝜃에서 극대이자 최대이며, 이는 (c)의 결과와 같다.
(e) 구하는 넓이. 삼각형 𝐴𝑂𝐵는 직각을 낀 두 변이 𝑂𝐴 = 4 cos 𝜃, 𝑂𝐵 = 4 sin 𝜃인 직각삼각형이므로

△ 𝐴𝑂𝐵 = 1
2
(4 cos 𝜃)(4 sin 𝜃) = 8 sin 𝜃 cos 𝜃 = 4 sin 2𝜃 = 4 ⋅ 25√

706
= 100√

706
.

△ 𝐴𝑂𝐵 = 100√
706

= 100
√

706
706

= 50
√

706
353

≈ 3.76

[답안 그림 6] (왼쪽) 45° 빛에서는 𝐷가 𝐸보다 3 sin 𝜃만큼 왼쪽에 놓이므로 𝐴𝑂𝐷𝐶 = 𝐴𝑂𝐸𝐶 − △ 𝐶𝐷𝐸이다. (오른쪽) 𝑓(𝜃)는 tan 2𝜃 =
25/9에서 최댓값 (15 +

√
706)/4를 가진다.
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채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1) 그림자의 길이를 𝜃 에 대한 함수로 맞게 나타내면 1점 1점

(2)
사다리꼴 𝐴𝑂𝐷𝐶 의 넓이를 식으로 맞게 나타내면 1점 사다리꼴 𝐴𝑂𝐷𝐶 의 넓이가 최대가 되는 순

간 𝑥 값을 맞게 구하면 1점
2점

(3)
미분을 사용하여 최댓값을 가지는 𝜃 를 구하면 1점 사각형 𝐴𝑂𝐷𝐶 의 넓이가 최대가 되는 순간 삼

각형 𝐴𝑂𝐵 의 넓이를 맞게 구하면 1점
2점

12
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Ⅱ. 예시답안

문제 1 두 동심원과 세 현의 길이의 제곱합 현과 중심거리 · 평면벡터의 내적 · 덧셈정리

(1) 𝑌1𝑍1 = 2√5− cos2 𝜃1 =√18− 2cos(∠𝑋1𝑂𝑋2), 단 𝜃1 = 1/2 ⋅ ∠𝑋1𝑂𝑋2
(a) 중심에서 현에 내린 수선의 발을 잡는다. ∠𝑋1𝑂𝑋2 = 2𝜃1이라 두자. 직선 𝑋1𝑋2에 𝑂에서 내린 수선의 발을 𝑄라 하

면, 𝑂𝑋1 = 𝑂𝑋2 = 1이므로 △ 𝑂𝑋1𝑋2는 이등변삼각형이고 𝑄는 밑변 𝑋1𝑋2의 중점이며 ∠𝑋1𝑂𝑄 = ∠𝑋2𝑂𝑄 =
𝜃1이다. 따라서 직각삼각형 𝑂𝑄𝑋1에서

𝑂𝑄 = cos 𝜃1, 𝑄𝑋1 = sin 𝜃1, 즉 𝑋1𝑋2 = 2 sin 𝜃1

이다.
(b) 같은 수선이 큰 원의 현도 이등분한다. 직선 𝑌1𝑍1은 직선 𝑋1𝑋2와 같은 직선이고, 𝑂𝑌1 = 𝑂𝑍1 =

√
5이므로 △

𝑂𝑌1𝑍1도 이등변삼각형이며 𝑂에서 내린 수선의 발 𝑄가 𝑌1𝑍1의 중점이다. 직각삼각형 𝑂𝑄𝑌1에 피타고라스 정리를 

쓰면

𝑄𝑌1
2 = 𝑂𝑌1

2 − 𝑂𝑄2 = 5 − cos2 𝜃1

이고 (cos2 𝜃1 ≤ 1 < 5이므로 우변은 양수), 따라서

𝑌1𝑍1 = 2𝑄𝑌1 = 2√5 − cos2 𝜃1.
(c) 중심각으로 바꿔 쓴다. 배각공식 cos 2𝜃1 = 2 cos2 𝜃1 − 1에서 cos2 𝜃1 = (1 + cos 2𝜃1)/2이므로

𝑌1𝑍1
2 = 4(5 − cos2 𝜃1) = 20 − 2(1 + cos 2𝜃1) = 18 − 2 cos(∠𝑋1𝑂𝑋2).

𝑌1𝑍1 = 2√5 − cos2(1
2
∠𝑋1𝑂𝑋2) = √18 − 2 cos(∠𝑋1𝑂𝑋2)

즉 현의 길이는 중심각이 커질수록 길어지며, ∠𝑋1𝑂𝑋2 = 𝜋(지름)일 때 최대인 
√

20 = 2
√

5, ∠𝑋1𝑂𝑋2 → 0일 때 최소인 

4에 가까워진다.
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Ⅱ. 예시답안

문제 1 두 동심원과 세 현의 길이의 제곱합 현과 중심거리 · 평면벡터의 내적 · 덧셈정리

(1) 𝑌1𝑍1 = 2√5− cos2 𝜃1 =√18− 2cos(∠𝑋1𝑂𝑋2), 단 𝜃1 = 1/2 ⋅ ∠𝑋1𝑂𝑋2
(a) 중심에서 현에 내린 수선의 발을 잡는다. ∠𝑋1𝑂𝑋2 = 2𝜃1이라 두자. 직선 𝑋1𝑋2에 𝑂에서 내린 수선의 발을 𝑄라 하

면, 𝑂𝑋1 = 𝑂𝑋2 = 1이므로 △ 𝑂𝑋1𝑋2는 이등변삼각형이고 𝑄는 밑변 𝑋1𝑋2의 중점이며 ∠𝑋1𝑂𝑄 = ∠𝑋2𝑂𝑄 =
𝜃1이다. 따라서 직각삼각형 𝑂𝑄𝑋1에서

𝑂𝑄 = cos 𝜃1, 𝑄𝑋1 = sin 𝜃1, 즉 𝑋1𝑋2 = 2 sin 𝜃1

이다.
(b) 같은 수선이 큰 원의 현도 이등분한다. 직선 𝑌1𝑍1은 직선 𝑋1𝑋2와 같은 직선이고, 𝑂𝑌1 = 𝑂𝑍1 =

√
5이므로 △

𝑂𝑌1𝑍1도 이등변삼각형이며 𝑂에서 내린 수선의 발 𝑄가 𝑌1𝑍1의 중점이다. 직각삼각형 𝑂𝑄𝑌1에 피타고라스 정리를 

쓰면

𝑄𝑌1
2 = 𝑂𝑌1

2 − 𝑂𝑄2 = 5 − cos2 𝜃1

이고 (cos2 𝜃1 ≤ 1 < 5이므로 우변은 양수), 따라서

𝑌1𝑍1 = 2𝑄𝑌1 = 2√5 − cos2 𝜃1.
(c) 중심각으로 바꿔 쓴다. 배각공식 cos 2𝜃1 = 2 cos2 𝜃1 − 1에서 cos2 𝜃1 = (1 + cos 2𝜃1)/2이므로

𝑌1𝑍1
2 = 4(5 − cos2 𝜃1) = 20 − 2(1 + cos 2𝜃1) = 18 − 2 cos(∠𝑋1𝑂𝑋2).

𝑌1𝑍1 = 2√5 − cos2(1
2
∠𝑋1𝑂𝑋2) = √18 − 2 cos(∠𝑋1𝑂𝑋2)

즉 현의 길이는 중심각이 커질수록 길어지며, ∠𝑋1𝑂𝑋2 = 𝜋(지름)일 때 최대인 
√

20 = 2
√

5, ∠𝑋1𝑂𝑋2 → 0일 때 최소인 

4에 가까워진다.
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[답안 그림 1] 𝑂에서 공통 수선을 내리면 그 발 𝑄가 작은 원의 현과 큰 원의 현을 동시에 이등분한다.

(d) 별해 — 코사인법칙. 𝑌1을 𝑋1 쪽 교점이라 하고 𝑌1𝑋1 = 𝑥라 하자. △ 𝑂𝑋1𝑋2의 밑각이 (𝜋 − 2𝜃1)/2 = 𝜋/2 − 𝜃1이

고 𝑌1은 𝑋2의 반대쪽에 있으므로 ∠𝑂𝑋1𝑌1 = 𝜋 − (𝜋/2 − 𝜃1) = 𝜋/2 + 𝜃1이다. △ 𝑂𝑋1𝑌1에 코사인법칙을 쓰면

5 = 𝑂𝑌1
2 = 1 + 𝑥2 − 2𝑥 cos(𝜋

2
+ 𝜃1) = 1 + 𝑥2 + 2𝑥 sin 𝜃1

이므로 𝑥2 + 2𝑥 sin 𝜃1 − 4 = 0, 즉 𝑥 = − sin 𝜃1 + √sin2 𝜃1 + 4 (𝑥 > 0이므로 양의 근). 대칭성에 의해 𝑋2𝑍1 = 𝑥
이므로

𝑌1𝑍1 = 𝑥 + 𝑋1𝑋2 + 𝑥 = 2𝑥 + 2 sin 𝜃1 = 2√sin2 𝜃1 + 4 = 2√5 − cos2 𝜃1

로 같은 결과를 얻는다.

(2) 최댓값은 57 (정삼각형일 때)
(a) 세 중심각의 합이 2𝜋임을 먼저 확인한다. 세 점 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3은 원 𝐴를 세 호로 나누며, 그 중심각을 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 > 0

이라 하면 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 = 2𝜋이다. 원주각 정리에 의해 삼각형의 각 내각은 마주보는 호의 중심각의 절반이므로,

𝑂(외심)가 △ 𝑋1𝑋2𝑋3의 내부 또는 변 위에 있다 ⇔ 삼각형이 둔각삼각형이 아니다 ⇔ 모든 𝛼𝑖 ≤ 𝜋

가 성립한다. 그런데 𝛼𝑖 ≤ 𝜋이면 그 호에 대응하는 두 점 사이의 (우각이 아닌) 중심각이 정확히 𝛼𝑖이다. 따라서
∠𝑋1𝑂𝑋2 + ∠𝑋2𝑂𝑋3 + ∠𝑋3𝑂𝑋1 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 = 2𝜋.

이제 ∠𝑋1𝑂𝑋2 = 2𝜃1, ∠𝑋2𝑂𝑋3 = 2𝜃2, ∠𝑋3𝑂𝑋1 = 2𝜃3이라 두면
2𝜃1 + 2𝜃2 + 2𝜃3 = 2𝜋, 0 < 2𝜃𝑖 ≤ 𝜋.

(b) 구하는 값을 코사인의 합으로 정리한다. (1)에 의해

∑
3

𝑖=1
𝑌𝑖𝑍𝑖

2 = ∑
3

𝑖=1
4(5 − cos2 𝜃𝑖) = 60 − 4 ∑

3

𝑖=1
cos2 𝜃𝑖

이고, cos2 𝜃𝑖 = (1 + cos 2𝜃𝑖)/2를 대입하면

60 − 4 ∑
3

𝑖=1

1 + cos 2𝜃𝑖
2

= 60 − 6 − 2 ∑
3

𝑖=1
cos 2𝜃𝑖 = 54 − 2𝑀, 𝑀 ≔ ∑

3

𝑖=1
cos 2𝜃𝑖.

따라서 구하는 최댓값은 𝑀의 최솟값으로 결정된다.
(c) 보조정리 — 𝑀 ≥−3/2 (평면벡터의 내적). 𝑎⃗ = 𝑂𝑋1

, 𝑏⃗ = 𝑂𝑋2
, 𝑐 ⃗ = 𝑂𝑋3

이라 하면 셋 다 단위벡터이고, 두 벡터

가 이루는 각이 곧 중심각이므로

𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗ = cos 2𝜃1, 𝑏⃗ ⋅ 𝑐 ⃗ = cos 2𝜃2, 𝑐 ⃗ ⋅ 𝑎⃗ = cos 2𝜃3

이다. 그런데

|𝑎⃗ + 𝑏⃗ + 𝑐|⃗2 = |𝑎|⃗2 + |𝑏|⃗2 + |𝑐|⃗2 + 2(𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗ + 𝑏⃗ ⋅ 𝑐 ⃗+ 𝑐 ⃗ ⋅ 𝑎)⃗ = 3 + 2𝑀

이고 좌변은 항상 0 이상이므로

𝑀 = 1
2
(|𝑎⃗ + 𝑏⃗ + 𝑐|⃗2 − 3) ≥ −3

2
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이며, 등호는 𝑎⃗ + 𝑏⃗ + 𝑐 ⃗ = 0일⃗ 때에만 성립한다.
(d) 등호가 실제로 달성된다. 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3을 원 𝐴의 내접 정삼각형의 꼭짓점으로 잡으면 세 단위벡터의 합은 0이⃗고, 세 

중심각이 모두 2𝜋/3 ≤ 𝜋이므로 𝑂는 삼각형의 무게중심으로서 내부에 있다. 즉 문제의 조건을 만족한다. 이때 𝜃𝑖 =
𝜋/3이므로 각 현의 길이는

𝑌𝑖𝑍𝑖 = 2√5 − cos2(𝜋/3) = 2√5 − 1
4

=
√

19

이고 제곱의 합은 3 × 19 = 57이다. 이는 54 − 2𝑀 = 54 − 2(−3/2) = 57과 일치한다.

max(𝑌1𝑍1
2 + 𝑌2𝑍2

2 + 𝑌3𝑍3
2) = 54 − 2 ⋅ (−3

2
) = 57

등호는 △ 𝑋1𝑋2𝑋3이 정삼각형일 때, 즉 세 중심각이 모두 120°일 때에만 성립한다.

[답안 그림 2] (왼쪽) 최댓값을 주는 정삼각형 배치. (오른쪽) 2𝜃1 = 2𝜃2인 단면에서 본 제곱합 — 120°에서 최댓값 57을 가진다.

(e) 별해 — 삼각함수의 덧셈정리. 𝑥 = 2𝜃1, 𝑦 = 2𝜃2라 두면 2𝜃3 = 2𝜋 − 𝑥 − 𝑦이고 cos(2𝜋 − 𝛼) = cos 𝛼이므로 

cos 2𝜃3 = cos(𝑥 + 𝑦)이다. 그러면 cos(𝑥 + 𝑦) = cos 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑥 sin 𝑦를 대입하여

2𝑀 + 3 = 2 cos 𝑥 + 2 cos 𝑦 + 2 cos(𝑥 + 𝑦) + 3
= 2 cos 𝑥 + 2 cos 𝑦 + 2 cos 𝑥 cos 𝑦 − 2 sin 𝑥 sin 𝑦 + 3

이고, 우변의 3을 (cos2 𝑥 + sin2 𝑥) + (cos2 𝑦 + sin2 𝑦) + 1로 바꾸어 묶으면

2𝑀 + 3 = (cos2 𝑥 + cos2 𝑦 + 1 + 2 cos 𝑥 cos 𝑦 + 2 cos 𝑥 + 2 cos 𝑦) + (sin2 𝑥 − 2 sin 𝑥 sin 𝑦 + sin2 𝑦)

= (cos 𝑥 + cos 𝑦 + 1)2 + (sin 𝑥 − sin 𝑦)2 ≥ 0
이 되어 𝑀 ≥ −3/2를 얻는다. 등호 조건은 cos 𝑥 + cos 𝑦 + 1 = 0 이면서 sin 𝑥 = sin 𝑦인 것이다. 0 < 𝑥, 𝑦 ≤ 𝜋에서 

sin 𝑥 = sin 𝑦이면 𝑦 = 𝑥 또는 𝑦 = 𝜋 − 𝑥인데,

• 𝑦 = 𝜋 − 𝑥이면 cos 𝑦 = − cos 𝑥이므로 cos 𝑥 + cos 𝑦 + 1 = 1 ≠ 0 — 불가능

• 𝑦 = 𝑥이면 2 cos 𝑥 + 1 = 0, 즉 cos 𝑥 = −1/2이므로 𝑥 = 𝑦 = 2𝜋/3

이고 이때 2𝜃3 = 2𝜋 − 4𝜋/3 = 2𝜋/3이다. 즉 정삼각형일 때에만 등호가 성립한다는 (c)·(d)의 결론과 일치한다.
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채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1) 코사인법칙이나 피타고라스 정리를 이용해서 큰 원의 현의 길이에 관한 관계식을 구한다. 1점

(2)

세 선분의 길이의 제곱 합을 세 각 ∠𝑋1𝑂𝑋2, ∠𝑋2𝑂𝑋3, ∠𝑋3𝑂𝑋1을 이용하여 나타내고, 코사인값

의 합의 최솟값을 구해야 함을 설명한다. 코사인값의 합을 평면벡터나 내적을 사용하거나 또는 삼각

함수의 공식을 적절히 이용하여 제곱의 합으로 바꾼다. 얻은 식을 분석하여 최댓값을 정확히 찾아

낸다.

4점

문제 2 원과 다각형에 줄을 감을 때 끝점의 궤적 신개선의 매개변수 표현 · 곡선의 길이 · 정적분

(1) 궤적의 총 길이 = 1/(2𝑎)
(a) 매개변수 표현을 세운다. 원의 중심을 원점에 두고 𝑃 = (𝑎, 0)이라 하자. 줄을 반시계 방향으로 각 𝜃만큼 감았을 때 

줄이 원에 닿는 마지막 점(접점)은 𝑇 (𝜃) = (𝑎 cos 𝜃,  𝑎 sin 𝜃)이고, 감긴 부분의 길이는 호의 길이 𝑎𝜃이므로 풀려 있

는 부분의 길이는 1 − 𝑎𝜃이다. 이 자유 부분은 𝑇 (𝜃)에서의 접선 방향으로 팽팽하게 뻗어 있고, 반시계 방향으로 감

고 있으므로 그 방향은 단위벡터 (− sin 𝜃,  cos 𝜃)이다. 따라서

(𝑥(𝜃),  𝑦(𝜃)) = (𝑎 cos 𝜃,  𝑎 sin 𝜃) + (1 − 𝑎𝜃)(− sin 𝜃,  cos 𝜃)
이고, 줄이 다 감기는 𝜃 = 1/𝑎까지 0 ≤ 𝜃 ≤ 1/𝑎이다.

(b) 속력을 계산한다. 곱의 미분법으로

𝑥′(𝜃) = −𝑎 sin 𝜃 + 𝑎 sin 𝜃 − (1 − 𝑎𝜃) cos 𝜃 = −(1 − 𝑎𝜃) cos 𝜃,
𝑦′(𝜃) = 𝑎 cos 𝜃 − 𝑎 cos 𝜃 − (1 − 𝑎𝜃) sin 𝜃 = −(1 − 𝑎𝜃) sin 𝜃

이므로

√𝑥′(𝜃)2 + 𝑦′(𝜃)2 = √(1 − 𝑎𝜃)2(cos2 𝜃 + sin2 𝜃) = |1 − 𝑎𝜃| = 1 − 𝑎𝜃
이다 (마지막 등호는 0 ≤ 𝜃 ≤ 1/𝑎에서 1 − 𝑎𝜃 ≥ 0이기 때문). 이 결과에는 기하적 의미가 있다. (𝑥′, 𝑦′) = −(1 −
𝑎𝜃)(cos 𝜃, sin 𝜃)는 접점 𝑇 에서 점 𝑄로 향하는 방향에 수직이므로, 점 𝑄는 매 순간 접점 𝑇를 중심으로 반지름 1 −
𝑎𝜃인 원운동을 한다. 곧 “호의 길이 = 반지름 × 중심각”이 미소 단위로 성립한다.

(c) 적분한다.

𝑅 = ∫
1/𝑎

0
√𝑥′(𝜃)2 + 𝑦′(𝜃)2 d𝜃 = ∫

1/𝑎

0
(1 − 𝑎𝜃) d𝜃 = [𝜃 − 𝑎𝜃2

2
]

1/𝑎

0

= 1
𝑎

− 1
2𝑎

= 1
2𝑎

.

𝑅 = ∫
1/𝑎

0
(1 − 𝑎𝜃) d𝜃 = 1

2𝑎

𝑎 → 0+이면 𝑅 → ∞이다. 원이 작을수록 줄이 여러 바퀴 감기면서 큰 반지름의 호를 오래 그리기 때문이다.

[답안 그림 3] (왼쪽) 줄 끝점 𝑄가 그리는 신개선. 점선은 각 순간의 풀린 줄이며 그 길이가 1 − 𝑎𝜃이다. (오른쪽) 속력이 1 − 𝑎𝜃이므로 궤

적의 길이는 삼각형의 넓이 1/(2𝑎)이다.
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(2) lim𝑛→∞𝑅(𝑛)/𝑛 = 𝜋
(a) 축소한 오각형의 자료를 정리한다. 원래 오각형의 둘레가 1이므로 닮음비 1/𝑛로 축소한 오각형의 둘레는 1/𝑛이다. 

각 변의 길이를 𝑎1/𝑛, …, 𝑎5/𝑛이라 하면
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎5 = 1

이고, 다섯 외각을 𝜃1, …, 𝜃5라 하면 볼록다각형의 외각의 총합은 2𝜋이므로
𝜃1 + 𝜃2 + ⋯ + 𝜃5 = 2𝜋

이다. 줄의 길이가 1이고 한 바퀴에 1/𝑛씩 감기므로 줄은 정확히 𝑛바퀴 감긴다.
(b) 궤적을 호로 분해한다. 줄의 자유 부분은 언제나 한 꼭짓점에서 꺾여 있고, 그 꼭짓점을 중심으로 회전한다. 꼭짓점 

하나를 도는 동안 줄 끝점은 반지름 = 남은 줄의 길이, 중심각 = 그 꼭짓점의 외각인 호를 그리므로, 그 호의 길이

는 (남은 줄의 길이) × (외각)이다. 한 꼭짓점을 돌고 나면 남은 줄의 길이는 그 다음 변의 길이만큼 줄어든다.

𝑘번째 바퀴(𝑘 = 0, 1, …, 𝑛 − 1)의 𝑗번째 꼭짓점(𝑗 = 1, …, 5)에서 이미 감긴 줄의 길이는 
𝑘
𝑛

+
𝑠𝑗

𝑛
이다. 여기서

𝑠1 = 0, 𝑠𝑗 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑗−1 (𝑗 ≥ 2)

이다. 따라서 그 호의 반지름은 𝑟𝑘,𝑗 = 1 − 𝑘
𝑛

−
𝑠𝑗

𝑛
이고,

𝑅(𝑛) = ∑
𝑛−1

𝑘=0
∑

5

𝑗=1
𝜃𝑗𝑟𝑘,𝑗 = ∑

𝑛−1

𝑘=0
∑

5

𝑗=1
𝜃𝑗(1 − 𝑘

𝑛
−

𝑠𝑗

𝑛
).

(마지막 호의 반지름은 𝑟𝑛−1,5 = 1 − (𝑛 − 1)/𝑛 − (1 − 𝑎5)/𝑛 = 𝑎5/𝑛 > 0이고 그 뒤 남은 줄이 정확히 0이 되어, 

줄이 오각형에 꼭 맞게 다 감긴다.)
(c) 합을 정확히 계산한다. 먼저 𝑘에 대해 더하면, ∑

𝑛−1

𝑘=0
𝑘 = 𝑛(𝑛 − 1)

2
이므로

∑
𝑛−1

𝑘=0
𝑟𝑘,𝑗 = 𝑛 − 1

𝑛
⋅ 𝑛(𝑛 − 1)

2
− 𝑛 ⋅

𝑠𝑗

𝑛
= 𝑛 − 𝑛 − 1

2
− 𝑠𝑗 = 𝑛 + 1

2
− 𝑠𝑗

이다. 따라서 ∑𝑗 𝜃𝑗 = 2𝜋를 이용하면

𝑅(𝑛) = ∑
5

𝑗=1
𝜃𝑗(

𝑛 + 1
2

− 𝑠𝑗) = 𝑛 + 1
2

⋅ 2𝜋 − ∑
5

𝑗=1
𝜃𝑗𝑠𝑗 = 𝜋(𝑛 + 1) − 𝐶, 𝐶 ≔ ∑

5

𝑗=1
𝜃𝑗𝑠𝑗

이고, 𝐶는 𝑛과 무관한 상수이다 (0 ≤ 𝑠𝑗 ≤ 1이므로 0 ≤ 𝐶 ≤ 2𝜋).
(d) 극한을 취한다.

𝑅(𝑛)
𝑛

= 𝜋(𝑛 + 1) − 𝐶
𝑛

= 𝜋(1 + 1
𝑛

) − 𝐶
𝑛

→ 𝜋 + 0 − 0 = 𝜋 (𝑛 → ∞).

𝑅(𝑛) = 𝜋(𝑛 + 1) − ∑
5

𝑗=1
𝜃𝑗𝑠𝑗 ⇒ lim

𝑛→∞

𝑅(𝑛)
𝑛

= 𝜋

6
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[답안 그림 4] 줄 끝점의 궤적은 반지름이 한 변씩 줄어드는 호들의 나선이다. 𝑛바퀴가 끝나면 남은 줄이 정확히 0이 된다.

(e) 별해 — 구분구적법(정적분)으로 보는 방법. 0 ≤ 𝑠𝑗 ≤ 1이므로 모든 𝑗에 대해

1 − 𝑘 + 1
𝑛

≤ 𝑟𝑘,𝑗 ≤ 1 − 𝑘
𝑛

이고, 여기에 𝜃𝑗 ≥ 0을 곱해 𝑗에 대해 더하면 ∑𝑗 𝜃𝑗 = 2𝜋에서

2𝜋(1 − 𝑘 + 1
𝑛

) ≤ ∑
5

𝑗=1
𝜃𝑗𝑟𝑘,𝑗 ≤ 2𝜋(1 − 𝑘

𝑛
)

이다. 𝑘에 대해 더하고 𝑛으로 나누면

1
𝑛

∑
𝑛−1

𝑘=0
2𝜋(1 − 𝑘 + 1

𝑛
) ≤ 𝑅(𝑛)

𝑛
≤ 1

𝑛
∑
𝑛−1

𝑘=0
2𝜋(1 − 𝑘

𝑛
)

이 되는데, 양 끝은 각각 𝜋𝑛 − 1
𝑛

과 𝜋𝑛 + 1
𝑛

로 계산되어 둘 다 𝜋로 수렴하므로 조임 정리에 의해 𝑅(𝑛)/𝑛 → 𝜋이다. 

이 두 합은 모두 함수 2𝜋(1 − 𝑥)의 [0, 1] 위의 구분구적법 합이며, 그 극한은

∫
1

0
2𝜋(1 − 𝑥) d𝑥 = 2𝜋[𝑥 − 𝑥2

2
]

1

0

= 2𝜋 ⋅ 1
2

= 𝜋

이다.
(f) (1)의 결과와의 일관성. 둘레가 1/𝑛인 원에 같은 작업을 하면 반지름이 𝑎 = 1/(2𝜋𝑛)이므로 (1)에 의해 궤적의 길이

는 1/(2𝑎) = 𝜋𝑛이고, 𝑅(𝑛)/𝑛 = 𝜋가 정확히 성립한다. 오각형의 경우에도 극한값이 같다는 것은, 다각형을 여러 바

퀴 감을수록 “꼭짓점에서 꺾이는” 효과가 사라지고 원에 감는 것과 구별되지 않게 됨을 뜻한다. 또한 답 𝜋는 오각형

의 모양(변의 길이 배분 𝑎𝑗와 외각 𝜃𝑗)에 전혀 의존하지 않는데, 이는 (c)에서 모양에 의존하는 항이 𝑛과 무관한 상수 

𝐶 하나로 모여 𝑛으로 나눌 때 사라지기 때문이다.

7
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채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)
전체 배점은 2점. (𝑥(𝜃),  𝑦(𝜃))의 좌표를 구하면 1점 부여. 길이 구하는 공식을 아는데 계산을 실수

하면 0.5점을 감점.
2점

(2)
전체 배점은 3점. 한 바퀴 도는 동안의 줄 끝 궤적의 길이를 구하는 식을 구하면 1점. 정적분 계산 실

수는 1점만 감점.
3점

8
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Ⅱ. 예시답안

문제 1 평행광선이 만드는 눈사람의 그림자 빛에 수직인 평면으로의 정사영 · 두 원의 내접 조건

(1) 𝑟의 최댓값은 1/3
(a) 좌표를 잡고 문제를 평면 문제로 바꾼다. 바닥을 𝑧 = 0 평면으로 두면, 아래쪽 구는 중심 𝐿 = (0, 0, 1)·반지름 1이고 

위쪽 구는 두 구가 접하므로 중심 𝑈 = (0, 0, 2 + 𝑟)·반지름 𝑟이다. 광선의 진행 방향을 단위벡터

𝑑 ⃗= (cos 60°,  0,  − sin 60°) = (1
2
,  0,  −

√
3

2
)

로 잡자 (지면과 이루는 각이 60°). 이제 𝑑에⃗ 수직인 평면 Π를 하나 잡고, 𝑑 ⃗방향으로의 정사영 𝜋 : ℝ3 → Π를 생각

한다.
(b) 보조정리 — 구의 그림자는 정사영한 원판으로 결정된다. 반지름 𝜌, 중심 𝑂0인 구를 𝑑 ⃗방향으로 Π 위에 정사영하면 

중심 𝜋(𝑂0), 반지름 𝜌인 원판이 된다 (구는 어느 방향에서 보아도 반지름이 같은 원판으로 보인다). 한편 바닥 위의 

점 𝑋가 그 구의 그림자에 속한다는 것은 𝑋를 지나 𝑑 ⃗방향인 직선이 구와 만난다는 뜻이고, 이는 𝜋(𝑋)가 그 원판에 

속한다는 것과 동치이다.

𝑑는⃗ 바닥과 평행하지 않으므로 (− sin 60° ≠ 0) 𝜋를 바닥에 제한한 사상은 바닥에서 Π 위로의 일대일 대응이다. 따

라서

(위 구의 그림자) ⊆ (아래 구의 그림자) ⇔  (위 구의 원판) ⊆ (아래 구의 원판)

이 성립하여, 3차원 문제가 Π 위의 두 원판의 포함 문제로 바뀐다.
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(1) 𝑟의 최댓값은 1/3
(a) 좌표를 잡고 문제를 평면 문제로 바꾼다. 바닥을 𝑧 = 0 평면으로 두면, 아래쪽 구는 중심 𝐿 = (0, 0, 1)·반지름 1이고 

위쪽 구는 두 구가 접하므로 중심 𝑈 = (0, 0, 2 + 𝑟)·반지름 𝑟이다. 광선의 진행 방향을 단위벡터

𝑑 ⃗= (cos 60°,  0,  − sin 60°) = (1
2
,  0,  −

√
3

2
)

로 잡자 (지면과 이루는 각이 60°). 이제 𝑑에⃗ 수직인 평면 Π를 하나 잡고, 𝑑 ⃗방향으로의 정사영 𝜋 : ℝ3 → Π를 생각

한다.
(b) 보조정리 — 구의 그림자는 정사영한 원판으로 결정된다. 반지름 𝜌, 중심 𝑂0인 구를 𝑑 ⃗방향으로 Π 위에 정사영하면 

중심 𝜋(𝑂0), 반지름 𝜌인 원판이 된다 (구는 어느 방향에서 보아도 반지름이 같은 원판으로 보인다). 한편 바닥 위의 

점 𝑋가 그 구의 그림자에 속한다는 것은 𝑋를 지나 𝑑 ⃗방향인 직선이 구와 만난다는 뜻이고, 이는 𝜋(𝑋)가 그 원판에 

속한다는 것과 동치이다.

𝑑는⃗ 바닥과 평행하지 않으므로 (− sin 60° ≠ 0) 𝜋를 바닥에 제한한 사상은 바닥에서 Π 위로의 일대일 대응이다. 따

라서

(위 구의 그림자) ⊆ (아래 구의 그림자) ⇔  (위 구의 원판) ⊆ (아래 구의 원판)

이 성립하여, 3차원 문제가 Π 위의 두 원판의 포함 문제로 바뀐다.
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(c) 두 원판의 중심 거리를 구한다. 𝐿𝑈 = (0, 0, 1 + 𝑟)이고, 이 벡터를 Π 위로 정사영한 것의 길이는 𝐿𝑈와 𝑑가⃗ 이루는 

각 𝜓에 대해 |𝐿𝑈| sin 𝜓이다. 𝐿𝑈는 위쪽(+𝑧), 𝑑는⃗ 아래쪽으로 기울어져 있으므로

cos 𝜓 = (0, 0, 1) ⋅ 𝑑 ⃗
1

= −
√

3
2

⇒ 𝜓 = 150°, sin 𝜓 = 1
2

이고, 따라서 두 원판의 중심 거리는 
1 + 𝑟

2
이다.

(d) 포함 조건을 푼다. 반지름 𝑟인 원판이 반지름 1인 원판에 포함될 필요충분조건은 (중심 거리) +𝑟 ≤ 1이므로
1 + 𝑟

2
+ 𝑟 ≤ 1 ⇔ 1 + 3𝑟 ≤ 2 ⇔ 𝑟 ≤ 1

3
.

0 < 𝑟 ≤ 1/3인 모든 𝑟에서 조건이 성립하므로 최댓값은 𝑟 = 1/3이고, 이때 두 원판은 내접한다. 내접한다는 것은 

두 구에 동시에 접하는 광선이 존재한다는 뜻이며, 이는 위 구의 그림자 경계와 아래 구의 그림자 경계가 한 점에서 

만나는 상황이다.

1 + 𝑟
2

= 1 − 𝑟 ⇔ cos 60° = 1 − 𝑟
1 + 𝑟

⇒ 𝑟max = 1
3

[답안 그림 1] 최댓값이 되는 순간의 단면 — 두 구에 동시에 접하는 광선이 존재한다. 중심선(길이 1 + 𝑟)과 그 광선에 수직인 방향이 이

루는 각이 𝜃 = 60°이므로 cos 60° = (1 − 𝑟)/(1 + 𝑟)이다.

(2) 그림자의 넓이 = 8
√

3𝜋/9 + 1
(a) Π 위의 그림자는 반지름 1인 두 원판의 합집합이다. 𝑟 = 1이므로 (1)의 (b)·(c)에 의해 Π 위의 그림자는 반지름이 

모두 1이고 중심 거리가 
1 + 1

2
= 1인 두 원판 𝐷1, 𝐷2의 합집합이다.

(b) 겹치는 부분(렌즈꼴)의 넓이. 두 원의 교점을 𝑉 , 𝑊라 하면 𝑂1𝑉 = 𝑂2𝑉 = 𝑂1𝑂2 = 1이므로 △ 𝑂1𝑂2𝑉 는 정삼각

형이고, 마찬가지로 △ 𝑂1𝑂2𝑊도 정삼각형이다. 따라서 ∠𝑉 𝑂1𝑊 = 60° + 60° = 120°이다.

겹치는 부분은 두 개의 활꼴로 이루어지며, 한 활꼴의 넓이는 (중심각 120°인 부채꼴) − (△ 𝑂1𝑉 𝑊 )이므로

(1
2

⋅ 12 ⋅ 2𝜋
3

) − (1
2

⋅ 1 ⋅ 1 ⋅ sin 120°) = 𝜋
3

−
√

3
4

이고, 겹치는 부분의 넓이는

2(𝜋
3

−
√

3
4

) = 2𝜋
3

−
√

3
2

이다. (부채꼴을 60° 단위로 잘라 세면, 60° 부채꼴에서 한 변의 길이가 1인 정삼각형을 뺀 도형 4개와 그 정삼각형 

2개로 보아 4(𝜋/6 −
√

3/4) + 2 ⋅
√

3/4로 계산해도 같은 값이다.)
(c) Π 위의 합집합 넓이. 포함–배제에 의해

|𝐷1 ∪ 𝐷2| = |𝐷1| + |𝐷2| − |𝐷1 ∩ 𝐷2| = 2𝜋 − (2𝜋
3

−
√

3
2

) = 4𝜋
3

+
√

3
2

.

(d) 바닥으로 되돌린다. 𝑑는⃗ Π의 법선이므로 “𝑑 ⃗방향의 정사영”은 곧 Π 위로의 직교정사영이다. 바닥의 법선 (0, 0, 1)
과 Π의 법선 𝑑가⃗ 이루는 각이 150°이므로 두 평면이 이루는 각은 180° − 150° = 30°이고, 평면도형을 각 30° 만큼 

기울어진 평면 위로 직교정사영하면 넓이는 cos 30°배가 된다. 즉

(바닥의 그림자 넓이) × cos 30° = |𝐷1 ∪ 𝐷2|

3
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이므로

(그림자 넓이) = (4𝜋
3

+
√

3
2

) ÷
√

3
2

= (4𝜋
3

+
√

3
2

) × 2√
3

= 8
√

3𝜋
9

+ 1

[답안 그림 2] (왼쪽) 빛에 수직인 가상 평면 위에서는 그림자가 반지름 1, 중심 거리 1인 두 원의 합집합이 된다. (오른쪽) 그 평면과 바닥

이 이루는 각이 30°이므로 넓이는 cos 30°로 나누어 되돌린다.

값의 가늠 — (8
√

3𝜋)/9 + 1 ≈ 5.84이다. 만약 두 구가 아주 멀리 떨어져 그림자가 겹치지 않았다면 넓이는 2𝜋 ÷ cos 30° =
(4

√
3𝜋)/3 ≈ 7.26이었을 것이고, 두 그림자가 완전히 포개졌다면 𝜋 ÷ cos 30° = (2

√
3𝜋)/3 ≈ 3.63이었을 것이다. 구한 

값은 그 사이에 놓인다.

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)
– 2점: 정확한 답과 근거 제시

– 1점: 2차원 그림을 그려서 문제를 파악하면 1점 부여 가능
2점

(2)

– 3점: 정확한 답과 근거 제시 (아래 ①–③까지 모두 제시)

– 부분 점수 요소

① 1점: 가상의 평면을 평행 광선에 수직하게 놓으면 이 평면상의 그림자는 반지름 1인 두 원이 합

쳐져서 생기는 모양이며, 이를 계산하여 원래의 바닥에 정사영한 그림자 넓이를 구하면 계산이 쉬워

진다.

② 1점: 두 원의 그림자가 겹쳐지는 부분의 모양을 보고 겹쳐지는 부분의 넓이를 구한다.

③ 1점: 정사영한 원래 바닥의 그림자 넓이를 정확히 구한다.

3점

문제 2 원점을 지나는 직선까지의 거리 제곱합의 최소 수선의 발 · 점과 직선 사이의 거리 · 유리함수의 최대·최소

(1) 𝑄𝑖 = ((𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖)/(1 + 𝑟2),  𝑟(𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖)/(1 + 𝑟2))
(a) 가장 가까운 점은 수선의 발이다. 𝑃𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)라 하고 𝐿(𝑟) 위의 점을 𝑄(𝑧) = (𝑧, 𝑟𝑧)로 두면

|𝑃𝑖𝑄(𝑧)|2 = (𝑥𝑖 − 𝑧)2 + (𝑦𝑖 − 𝑟𝑧)2 = (1 + 𝑟2)𝑧2 − 2(𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖)𝑧 + 𝑥2
𝑖 + 𝑦2

𝑖

는 𝑧에 대한 이차함수이고 1 + 𝑟2 > 0이므로 아래로 볼록하다. 따라서 최솟값은 꼭짓점에서 유일하게 나며, 그 𝑧는

𝑧 = 𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖
1 + 𝑟2

이다. (같은 결과를 𝑄𝑃𝑖
⃗ ⋅ (1, 𝑟) = 0, 즉 (𝑥𝑖 − 𝑧) + 𝑟(𝑦𝑖 − 𝑟𝑧) = 0을 풀어 얻어도 된다. 이차함수의 완전제곱 논법

은 “수선의 발이 최단”이라는 사실을 따로 인용하지 않아도 되는 장점이 있다.)
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𝑄𝑖 = (𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖
1 + 𝑟2 ,  𝑟(𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖)

1 + 𝑟2 )

(2) 𝑑𝑖(𝑟) = |𝑟𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| /√1 + 𝑟2

(a) (1)의 이차함수에 𝑧 = (𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖)/(1 + 𝑟2)를 대입하면 최솟값은

𝑑𝑖(𝑟)2 = 𝑥2
𝑖 + 𝑦2

𝑖 − (𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖)
2

1 + 𝑟2 =
(𝑥2

𝑖 + 𝑦2
𝑖 )(1 + 𝑟2) − (𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖)

2

1 + 𝑟2

이고, 분자를 전개하면

𝑥2
𝑖 + 𝑟2𝑥2

𝑖 + 𝑦2
𝑖 + 𝑟2𝑦2

𝑖 − 𝑥2
𝑖 − 2𝑟𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑟2𝑦2

𝑖 = 𝑟2𝑥2
𝑖 − 2𝑟𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝑦2

𝑖 = (𝑟𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

이다. 따라서 𝑑𝑖(𝑟)2 = (𝑟𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2/(1 + 𝑟2)이고, 거리는 음이 아니므로 제곱근을 취한다.

𝑑𝑖(𝑟) = √𝑟2𝑥2
𝑖 − 2𝑟𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝑦2

𝑖
1 + 𝑟2 = |𝑟𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|√

1 + 𝑟2

이는 직선 𝑟𝑥 − 𝑦 = 0에 대한 점과 직선 사이의 거리 공식과 일치한다.

(3) 𝑏 ≔ 𝑥1𝑦1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑦𝑛 이라 할 때, 𝑏 > 0이면 𝑟 = 1, 𝑏 < 0이면 𝑟 = −1
(a) 목적함수를 한 변수 유리함수로 정리한다. 𝑎 = ∑

𝑛

𝑖=1
𝑥2

𝑖 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑦2

𝑖 , 𝑏 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑥𝑖𝑦𝑖 ≠ 0이라 두면 (2)에 의해

𝑡(𝑟) ≔ ∑
𝑛

𝑖=1
𝑑𝑖(𝑟)2 =

∑𝑖(𝑟
2𝑥2

𝑖 − 2𝑟𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝑦2
𝑖 )

1 + 𝑟2 = 𝑎𝑟2 − 2𝑏𝑟 + 𝑎
1 + 𝑟2 .

여기서 𝑏 ≠ 0이므로 어떤 𝑖에 대해 𝑥𝑖𝑦𝑖 ≠ 0, 곧 𝑥𝑖 ≠ 0이어서 𝑎 > 0이다. 분자에서 𝑎(1 + 𝑟2)을 떼어내면

𝑡(𝑟) = 𝑎 − 2𝑏𝑟
1 + 𝑟2 = 𝑎 − 𝑏𝑢, 𝑢 ≔ 2𝑟

1 + 𝑟2 .

(b) 보조정리 — 𝑢의 치역은 정확히 [−1,  1]이고, 𝑢 = 1은 𝑟 = 1에서만, 𝑢 = −1은 𝑟 = −1에서만 얻어진다.

1 − 𝑢 = 1 + 𝑟2 − 2𝑟
1 + 𝑟2 = (𝑟 − 1)2

1 + 𝑟2 ≥ 0, 1 + 𝑢 = (𝑟 + 1)2

1 + 𝑟2 ≥ 0

이므로 −1 ≤ 𝑢 ≤ 1이다. 또 1 − 𝑢 = 0은 (𝑟 − 1)2 = 0, 즉 𝑟 = 1일 때만, 1 + 𝑢 = 0은 𝑟 = −1일 때만 성립한다. 마

지막으로 𝑢(𝑟)은 ℝ에서 연속이고 𝑢(−1) = −1, 𝑢(1) = 1이므로 사잇값 정리에 의해 [−1,  1]의 모든 값을 취한다.
(c) 최솟값과 그 위치. 𝑡 = 𝑎 − 𝑏𝑢는 𝑢에 대한 일차식이므로 𝑢 ∈ [−1,  1]에서

𝑎 − |𝑏| ≤ 𝑡 ≤ 𝑎 + |𝑏|
이고, 최솟값 𝑎 − |𝑏|은 𝑏𝑢 = |𝑏|일 때, 곧

• 𝑏 > 0이면 𝑢 = 1, 즉 (b)에 의해 𝑟 = 1 에서만

• 𝑏 < 0이면 𝑢 = −1, 즉 (b)에 의해 𝑟 = −1 에서만

달성된다. 두 경우를 합치면 𝑟 = sgn(𝑏)이고, 이때 최솟값은 𝑎 − |𝑏|이다.

min
𝑟∈ℝ

∑
𝑛

𝑖=1
𝑑𝑖(𝑟)2 = 𝑎 − |𝑏|, 𝑟 =

{

 1 (𝑏 = ∑𝑖 𝑥𝑖𝑦𝑖 > 0)

 −1 (𝑏 = ∑𝑖 𝑥𝑖𝑦𝑖 < 0)

[답안 그림 3] 𝑡(𝑟) = 𝑎 − 𝑏 ⋅ 2𝑟/(1 + 𝑟2)의 개형. 𝑟 → ±∞에서 𝑡 → 𝑎이고, 𝑟 = ±1에서 최솟값 𝑎 − |𝑏|과 최댓값 𝑎 + |𝑏|을 각각 가진다.
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(d) 별해 — 판별식을 쓰는 방법. 𝑡 = (𝑎𝑟2 − 2𝑏𝑟 + 𝑎)/(1 + 𝑟2)을 𝑟에 대해 정리하면

(𝑡 − 𝑎)𝑟2 + 2𝑏𝑟 + (𝑡 − 𝑎) = 0
이다. 𝑡 = 𝑎이면 2𝑏𝑟 = 0에서 𝑏 ≠ 0이므로 𝑟 = 0, 즉 𝑡 = 𝑎는 실제로 취해진다. 𝑡 ≠ 𝑎이면 이는 𝑟에 대한 이차방정

식이고 실근을 가질 조건은
𝐷
4

= 𝑏2 − (𝑡 − 𝑎)2 ≥ 0 ⇔ (𝑡 − 𝑎)2 ≤ 𝑏2 ⇔ 𝑎 − |𝑏| ≤ 𝑡 ≤ 𝑎 + |𝑏|

이다. 따라서 𝑡의 최솟값은 𝑎 − |𝑏|이며, 그때 방정식은 (−|𝑏|)𝑟2 + 2𝑏𝑟 − |𝑏| = 0, 즉 𝑏 > 0에서 −𝑏(𝑟 − 1)2 = 0, 𝑏 <
0에서 |𝑏|(𝑟 + 1)2 = 0이 되어 각각 𝑟 = 1, 𝑟 = −1을 준다.

(e) 별해 — 미분을 쓰는 방법.

𝑡′(𝑟) = −2𝑏 ⋅
(1 + 𝑟2) − 𝑟 ⋅ 2𝑟

(1 + 𝑟2)2 =
2𝑏(𝑟2 − 1)
(1 + 𝑟2)2 = 2𝑏(𝑟 + 1)(𝑟 − 1)

(1 + 𝑟2)2

이고 분모는 항상 양수이므로 𝑡′의 부호는 𝑏(𝑟 + 1)(𝑟 − 1)의 부호와 같다. 𝑏 > 0이면 𝑡는 (−∞, −1)에서 증가, 

(−1, 1)에서 감소, (1, ∞)에서 증가하므로 𝑟 = 1에서 극소이자 최소이며 극솟값은 𝑡(1) = (𝑎 − 2𝑏 + 𝑎)/2 = 𝑎 − 𝑏
이다. (𝑟 → ±∞에서 𝑡 → 𝑎 > 𝑎 − 𝑏이므로 최소가 맞다.) 𝑏 < 0이면 증감이 뒤집혀 𝑟 = −1에서 최솟값 𝑡(−1) =
𝑎 + 𝑏 = 𝑎 − |𝑏|을 가진다.

(f) 의미. ∑ 𝑥2
𝑖 = ∑ 𝑦2

𝑖 은 자료가 𝑥축 방향과 𝑦축 방향으로 똑같이 퍼져 있다는 뜻이다. 이 균형 때문에 최적의 직선은 

언제나 𝑦 = 𝑥 또는 𝑦 = −𝑥가 되고, 어느 쪽인지는 상관 정도를 나타내는 𝑏 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖의 부호만으로 결정된다. 그때

의 최솟값 𝑎 − |𝑏|과 최댓값 𝑎 + |𝑏|의 합이 2𝑎로 일정한 것도 두 방향이 서로 수직임을 반영한다.

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1) 정확한 답 𝑄(𝑟)을 제시 1점

(2) 정확한 답 𝑑𝑖(𝑟)을 제시 1점

(3)

– 1점:

∑
𝑛

𝑖=1
𝑑𝑖(𝑟)2 = ∑

𝑛

𝑖=1

𝑟2𝑥2
𝑖 − 2𝑟𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝑦2

𝑖
1 + 𝑟2 = 𝑎𝑟2 − 2𝑏𝑟 + 𝑎

1 + 𝑟2

이 식을 유도

– [미분을 사용하지 않는 풀이] ① 위 식을 𝑡로 두고, 𝑟이 실근을 갖는 조건으로부터 𝑡의 범위를 𝑎 −
|𝑏| ≤ 𝑡 ≤ 𝑎 + |𝑏|로 유도하면 1점 ② 정확한 기울기 값 𝑟을 구하면 1점

– [미분을 사용하는 풀이] ① 𝑡를 𝑟로 미분하여 도함수를 정확히 구하면 1점 ② 정확한 기울기 값 

𝑟을 구하면 1점

3점

문제 3 단위원의 접선·할선이 만드는 두 삼각형과 극한 원의 접선 · 삼각함수의 정리 · lim(sin 𝜃)/𝜃 = 1

이하 0 < 𝜃 < 𝜋/2이고 𝑃 = (cos 𝜃,  sin 𝜃)이다.

(1) 𝐴의 𝑦좌표 = sin 𝜃/(1 − cos 𝜃), 𝐹의 𝑥좌표 = cos 𝜃/(1 − sin 𝜃)
(a) 𝐹  — 직선 𝐶𝑃 와 𝑥축의 교점. 𝐶 = (0, 1), 𝑃 = (cos 𝜃, sin 𝜃)이고 cos 𝜃 ≠ 0이므로 직선 𝐶𝑃 의 기울기는 (sin 𝜃 −

1)/ cos 𝜃, 𝑦절편은 1이다. 따라서

𝑦 = sin 𝜃 − 1
cos 𝜃

𝑥 + 1.

0 < 𝜃 < 𝜋/2에서 sin 𝜃 < 1이므로 기울기는 0이 아니고, 𝑦 = 0을 풀면

𝑥 = cos 𝜃
1 − sin 𝜃

.

(b) 𝐴 — 직선 𝐷𝑃 와 𝑦축의 교점. 𝐷 = (1, 0), 𝑃 = (cos 𝜃, sin 𝜃)이고 cos 𝜃 ≠ 1이므로 기울기는 
sin 𝜃 − 0
cos 𝜃 − 1

=

− sin 𝜃
1 − cos 𝜃

이다. 따라서

𝑦 = − sin 𝜃
1 − cos 𝜃

(𝑥 − 1)

이고 𝑥 = 0을 대입하면 𝑦 = (sin 𝜃)/(1 − cos 𝜃)이다.
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𝐴 = (0,  sin 𝜃
1 − cos 𝜃

) = (0,  cot 𝜃
2
), 𝐹 = ( cos 𝜃

1 − sin 𝜃
,  0)

(반각 변형: 
sin 𝜃

1 − cos 𝜃
= 2 sin(𝜃/2) cos(𝜃/2)

2 sin2(𝜃/2)
= cot 𝜃

2
 이므로 𝜃 → +0에서 𝐴의 𝑦좌표는 +∞로 발산한다.)

(2) lim𝜃→+0(𝑆 × 𝑇)/𝜃 = 1/4
(a) 접선 𝐵𝐸의 두 절편. 원 𝑥2 + 𝑦2 = 1 위의 점 𝑃 = (cos 𝜃, sin 𝜃)에서의 접선은 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 1이다. 0 < 𝜃 <

𝜋/2에서 cos 𝜃 > 0, sin 𝜃 > 0이므로 𝑥절편과 𝑦절편이 모두 존재하여

𝐸 = ( 1
cos 𝜃

,  0), 𝐵 = (0,  1
sin 𝜃

).

(b) 𝑇  — 삼각형 𝐸𝐹𝑃 . 𝐸, 𝐹가 모두 𝑥축 위에 있으므로 𝐸𝐹를 밑변으로 보면 높이는 𝑃 의 𝑦좌표 sin 𝜃이다. 밑변의 길

이는

cos 𝜃
1 − sin 𝜃

− 1
cos 𝜃

= cos2 𝜃 − (1 − sin 𝜃)
(1 − sin 𝜃) cos 𝜃

= sin 𝜃 − sin2 𝜃
(1 − sin 𝜃) cos 𝜃

= sin 𝜃(1 − sin 𝜃)
(1 − sin 𝜃) cos 𝜃

= tan 𝜃

이다 (둘째 등호에서 cos2 𝜃 = 1 − sin2 𝜃를 썼고, 1 − sin 𝜃 ≠ 0이므로 약분할 수 있다). tan 𝜃 > 0이므로 𝐹는 𝐸의 

오른쪽에 있고, 길이는 그대로 tan 𝜃이다. 따라서

𝑇 = 1
2

tan 𝜃 ⋅ sin 𝜃 = 1
2

sin2 𝜃
cos 𝜃

.

(c) 𝑆 — 삼각형 𝐴𝐵𝑃 . 𝐴, 𝐵가 모두 𝑦축 위에 있으므로 𝐴𝐵를 밑변으로 보면 높이는 𝑃 의 𝑥좌표 cos 𝜃이다. 밑변의 길

이는

sin 𝜃
1 − cos 𝜃

− 1
sin 𝜃

= sin2 𝜃 − (1 − cos 𝜃)
(1 − cos 𝜃) sin 𝜃

= cos 𝜃 − cos2 𝜃
(1 − cos 𝜃) sin 𝜃

= cos 𝜃(1 − cos 𝜃)
(1 − cos 𝜃) sin 𝜃

= cot 𝜃

이다. cot 𝜃 > 0이므로 𝐴가 𝐵보다 위에 있고, 따라서

𝑆 = 1
2

cot 𝜃 ⋅ cos 𝜃 = 1
2

cos2 𝜃
sin 𝜃

.

(d) 곱과 극한. 두 식을 곱하면 약분이 크게 일어난다.

𝑆 × 𝑇 = 1
2

cos2 𝜃
sin 𝜃

⋅ 1
2

sin2 𝜃
cos 𝜃

= 1
4

sin 𝜃 cos 𝜃 = 1
8

sin 2𝜃.

따라서
𝑆 × 𝑇

𝜃
= 1

4
⋅ sin 𝜃

𝜃
⋅ cos 𝜃

이고, lim
𝜃→+0

sin 𝜃
𝜃

= 1과 lim
𝜃→+0

cos 𝜃 = 1 및 극한의 곱 법칙에 의해

lim
𝜃→+0

𝑆 × 𝑇
𝜃

= 1
4

⋅ 1 ⋅ 1 = 1
4

(e) 의미. 𝜃 → +0에서 𝑆 = cos2 𝜃
2 sin 𝜃

→ +∞로 발산하고 𝑇 = sin2 𝜃
2 cos 𝜃

→ 0으로 수렴한다. 즉 한쪽 삼각형은 무한히 커지

고 다른 쪽은 사라지지만, 𝑆 ∼ 1/(2𝜃)이고 𝑇 ∼ 𝜃2/2이므로 곱은 𝜃/4 정도로 0에 수렴하며, 𝜃로 나눈 값이 유한한 

극한 1/4을 갖는다.

채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)
– 1점: 𝐹의 𝑥좌표를 제시

– 1점: 𝐴의 𝑦좌표를 제시
2점

(2)

– 1점: 식을 정리하여, 𝑇 = 1
2 ⋅ sin 𝜃

cos 𝜃 ⋅ sin 𝜃 = 1
2 tan 𝜃 sin 𝜃를 구할 수 있다.

– 1점: 식을 정리하여, 𝑆 = 1
2 ⋅ cos 𝜃

sin 𝜃 ⋅ cos 𝜃 = 1
2 cot 𝜃 cos 𝜃를 구할 수 있다.

– 1점: lim𝜃→+0(𝑆 × 𝑇)/𝜃 = 1/4 답을 구할 수 있다.

3점

문제 4 주사위 두 개의 최댓값·최솟값과 기댓값 판별식 · 확률분포 · 이항정리

7
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주사위를 던져 나온 첫 번째 수를 𝑋, 두 번째 수를 𝑌 라 하면 𝑋, 𝑌 는 서로 독립이고 각각 1, …, 6을 확률 1/6로 취한다. 

𝑎 = max(𝑋, 𝑌 ), 𝑏 = min(𝑋, 𝑌 )이며 표본공간은 순서쌍 (𝑋, 𝑌 ) 전체로 크기가 36이고 각 근원사건의 확률은 1/36이다.

(1) 1/12
(a) 조건을 판별식으로 바꾼다. 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0이 실근을 갖지 않을 필요충분조건은

𝐷 = 𝑎2 − 4𝑏 < 0.
(b) 𝑎의 범위를 먼저 좁힌다. 정의에 의해 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑎 ≤ 6이다. 𝑎2 < 4𝑏이고 𝑏 ≤ 𝑎이므로

𝑎2 < 4𝑏 ≤ 4𝑎 ⇒ 𝑎2 < 4𝑎 ⇒ 𝑎 < 4
이다 (𝑎 > 0이므로 양변을 𝑎로 나눌 수 있다). 따라서 𝑎 ∈ {1, 2, 3}이다.

(c) 세 경우를 빠짐없이 확인한다. 각 𝑎에 대해 𝑎2/4 < 𝑏 ≤ 𝑎인 정수 𝑏를 모두 찾으면 된다.

• 𝑎 = 1: 0.25 < 𝑏 ≤ 1 ⇒ 𝑏 = 1. 이때 𝐷 = 1 − 4 = −3 < 0 ✓

• 𝑎 = 2: 1 < 𝑏 ≤ 2 ⇒ 𝑏 = 2. 이때 𝐷 = 4 − 8 = −4 < 0 ✓

• 𝑎 = 3: 2.25 < 𝑏 ≤ 3 ⇒ 𝑏 = 3. 이때 𝐷 = 9 − 12 = −3 < 0 ✓

즉 조건을 만족하는 순서쌍은 (𝑎, 𝑏) = (1, 1),  (2, 2),  (3, 3) 뿐이다. (특히 𝑎 = 𝑏인 경우만 남는데, 이는 𝑏 ≤ 𝑎 − 1이

면 𝑎2 − 4𝑏 ≥ 𝑎2 − 4𝑎 + 4 = (𝑎 − 2)2 ≥ 0이 되어 조건을 만족할 수 없다는 것으로도 확인된다.)
(d) 확률로 옮긴다. 𝑎 = 𝑏 = 𝑘가 되는 것은 𝑋 = 𝑌 = 𝑘일 때뿐이므로 해당 근원사건은 (1, 1), (2, 2), (3, 3)의 3개이다. 

따라서

𝑃(𝐷 < 0) = 3
36

= 1
12

(2) 𝐸[𝑎𝐶𝑏] = 13/2 = 6.5
(a) (𝑎, 𝑏)의 확률분포. 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 6인 정수 𝑠, 𝑡에 대해

𝑃(𝑎 = 𝑡,  𝑏 = 𝑠) =

{


 2

36
(𝑠 < 𝑡) (근원사건 (𝑡, 𝑠) , (𝑠, 𝑡))

1
36

(𝑠 = 𝑡) (근원사건 (𝑡, 𝑡))

이다. 이 확률들의 총합은 2 × 6𝐶2/36 + 6/36 = 30/36 + 6/36 = 1 로 확인된다.
(b) 𝑎 = 𝑡인 항들을 먼저 모은다. 기댓값의 정의에 의해

𝐸[𝑎𝐶𝑏] = ∑
6

𝑡=1
∑

𝑡

𝑠=1
𝑡𝐶𝑠 ⋅ 𝑃 (𝑎 = 𝑡, 𝑏 = 𝑠) = ∑

6

𝑡=1
[ 2

36
∑
𝑡−1

𝑠=1
𝑡𝐶𝑠 + 1

36 𝑡𝐶𝑡]

이다. 여기서 이항정리 ∑
𝑡

𝑠=0
𝑡𝐶𝑠 = (1 + 1)𝑡 = 2𝑡를 쓰면

∑
𝑡−1

𝑠=1
𝑡𝐶𝑠 = 2𝑡 − 𝑡𝐶0 − 𝑡𝐶𝑡 = 2𝑡 − 2

이므로 (이 식은 𝑡 = 1일 때도 좌변이 빈 합 0, 우변이 2 − 2 = 0으로 성립한다) 안쪽 값은

2
36

(2𝑡 − 2) + 1
36

= 2𝑡+1 − 4 + 1
36

= 2𝑡+1 − 3
36

이다.
(c) 𝑡에 대해 더한다. 등비수열의 합 ∑

6

𝑡=1
2𝑡+1 = 22 + 23 + ⋯ + 27 =

4(26 − 1)
2 − 1

= 252이므로

𝐸[𝑎𝐶𝑏] = 1
36

∑
6

𝑡=1
(2𝑡+1 − 3) = 252 − 3 × 6

36
= 234

36
= 13

2
.

𝐸[𝑎𝐶𝑏] = 13
2

= 6.5

8
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채점 기준

하위 문항 채점 기준 배점

(1)
이차방정식의 판별식을 이용하여 구한 𝑎, 𝑏 사이의 관계식과 주어진 조건을 만족하는 𝑎, 𝑏의 순서쌍

을 구하고, 수학적 확률을 사용할 수 있는 표본공간을 결정하여 확률을 구한다.
2점

(2)
(1)의 결과를 이용하여 𝑎𝐶𝑏를 확률변수로 하는 확률분포표를 만들고 이산확률변수의 기댓값을 구한

다. 기댓값을 계산하기 위해서는 𝑎의 값을 기준으로 분류하여 정리한 후 이항정리를 이용해야 한다.
3점

9
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Ⅱ. 예시답안

일반전형

문제 1 삼각함수 곡선으로 둘러싸인 도형의 넓이와 극한 삼각방정식 · 주기성 · 치환적분법

(1) 교점의 𝑥 좌표 — 두 곡선이 만나는 교점은 등식 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) 에서 알 수 있다. 만약 cos(𝑛𝑥) = 0 이면 sin3(𝑛𝑥) =
±1 ≠ 0 이므로 등식이 성립할 수 없다. 따라서 cos(𝑛𝑥) ≠ 0 이고, 양변을 cos3(𝑛𝑥) 로 나누면

tan3(𝑛𝑥) = 1 → tan(𝑛𝑥) = 1 → 𝑛𝑥 = 𝜋
4

+ 𝑘𝜋 (𝑘 는 정수)

를 얻는다. 즉 교점의 𝑥 좌표는 𝑥 = (4𝑘+1)𝜋
4𝑛  꼴이다. 주어진 구간 [0, 2𝜋] 에 들어갈 조건은

0 ≤ (4𝑘 + 1)𝜋
4𝑛

≤ 2𝜋 ⇔ 0 ≤ 4𝑘 + 1 ≤ 8𝑛 ⇔ 𝑘 = 0, 1, …, 2𝑛 − 1

이므로 교점의 𝑥 좌표는

𝜋
4𝑛

, 5𝜋
4𝑛

 (= 𝜋
4𝑛

+ 𝜋
𝑛

), …, (8𝑛 − 3)𝜋
4𝑛

 (= 𝜋
4𝑛

+ (2𝑛 − 1)𝜋
𝑛

)

로 총 2𝑛 개이다.

𝑎 = 𝜋
4𝑛

, 𝑏 = (8𝑛 − 3)𝜋
4𝑛

= 2𝜋 − 3𝜋
4𝑛

(2) 넓이 𝑆𝑛 과 그 극한 — 삼각함수의 기본 성질(주기성 혹은 대칭성)을 고려하면 두 곡선을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

예시 작도 — 𝑦 = sin3(𝑛𝑥) 와 𝑦 = cos3(𝑛𝑥) 의 개형 및 이웃한 두 교점 사이의 넓이 𝐴

구간 [ 𝜋
4𝑛 , 5𝜋

4𝑛] 에서 𝑓(𝑥) 와 𝑔(𝑥) 로 둘러싸인 도형의 넓이를 𝐴 라고 하자. 이 구간에서는 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) 이므로 적분을 이

용해

𝐴 = ∫
5𝜋
4𝑛

𝜋
4𝑛

[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] d𝑥

임을 알 수 있다. 주어진 구간 내의 교점의 개수가 2𝑛 개이므로 이웃한 두 교점이 만드는 구간은 2𝑛 − 1 개이고, 삼각함수

의 주기성에 의해 각 구간에서의 넓이가 모두 𝐴 로 같다. 따라서 𝑆𝑛 = (2𝑛 − 1)𝐴 가 된다.

2
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두 함수 𝑓(𝑥) 와 𝑔(𝑥) 의 부정적분은 치환 𝑦 = cos(𝑛𝑥), 𝑧 = sin(𝑛𝑥) 및 등식 sin2(𝑛𝑥) + cos2(𝑛𝑥) = 1 을 통해 아래와 

같이 계산할 수 있다.

∫ 𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫[1 − cos2(𝑛𝑥)] sin(𝑛𝑥) d𝑥 = 1
𝑛

∫(𝑦2 − 1) d𝑦 = 1
𝑛

[cos3(𝑛𝑥)
3

− cos(𝑛𝑥)] + 𝐶

∫ 𝑔(𝑥) d𝑥 = ∫[1 − sin2(𝑛𝑥)] cos(𝑛𝑥) d𝑥 = 1
𝑛

∫(1 − 𝑧2) d𝑧 = 1
𝑛

[sin(𝑛𝑥) − sin3(𝑛𝑥)
3

] + 𝐶

(𝐶 는 적분상수). 위의 부정적분은 sin 3𝑥 = 3 sin 𝑥 − 4 sin3 𝑥, cos 3𝑥 = 4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥 를 이용해 계산할 수도 있다. 

이를 이용하면

𝑛𝐴 = [cos3(𝑛𝑥) + sin3(𝑛𝑥)
3

− cos(𝑛𝑥) − sin(𝑛𝑥)]
𝑥=5𝜋

4𝑛

𝑥= 𝜋
4𝑛

= 5
√

2
6

− (−5
√

2
6

) = 5
√

2
3

임을 알 수 있다. 따라서 𝐴 = 5
√

2
3𝑛  이고

𝑆𝑛 = (2𝑛 − 1)𝐴 = (2 − 1
𝑛

)5
√

2
3

= 10
√

2𝑛 − 5
√

2
3𝑛

를 얻게 되고, 극한값을 구하게 된다.

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 10
√

2
3

≈ 4.714

문제 2 구에 접하는 평면의 존재와 접점 벡터의 내적 직선·구의 방정식 · 판별식 · 조건부확률

(1) 접평면이 2개 존재할 확률 — 2개의 접평면이 존재하는 것은 직선이 구와 만나지 않는 것이다. 직선 𝑙 을 매개변수로 

다음과 같이 표현하자.

𝑙 = {(1, 0, −1) + 𝑡(−1, 1, 2) : 𝑡 는 실수} = {(1 − 𝑡,  𝑡,  −1 + 2𝑡) : 𝑡 는 실수}
직선 𝑙 과 구 𝑆 가 만나는 점을 구하기 위해, 구의 방정식 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 에 직선 위의 점 (1 − 𝑡, 𝑡, −1 + 2𝑡) 를 대입

해서 정리하면

(1 − 𝑡)2 + 𝑡2 + (−1 + 2𝑡)2 = 𝑅2, 즉 6𝑡2 − 6𝑡 + 2 − 𝑅2 = 0
이다. 실근을 가지지 않을 양의 실수 𝑅 의 범위는 판별식 𝐷/4 = 9 − 6(2 − 𝑅2) < 0 으로부터 0 < 𝑅 < 1√

2  를 얻게 된

다. 𝑅 이 구간 0 ≤ 𝑅 ≤ 1 에서 균일하게 분포되어 있는 확률변수이므로, 직선 𝑙 과 구 𝑆 가 만나지 않을 확률은 다음과 

같다.

𝑃(0 < 𝑅 < 1√
2
) = 1√

2
≈ 0.7071

(다른 풀이) 원점에서 직선 𝑙 에 내리는 수선의 발을 다음과 같이 구하자. 먼저 𝑙 의 방정식은 (1, 0, −1) + 𝑡𝑣,⃗ 𝑣 ⃗ = (−1, 1, 2) 

이다. 벡터 𝑣 ⃗와 수직이면서 원점을 지나는 평면 𝑃  를 생각하자. 𝑃  의 방정식은 −𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0 이다. 𝑙 과 𝑃  의 교점이 

원점에서 𝑙 에 내리는 수선의 발이다. 교점의 좌표는

−(1 − 𝑡) + 𝑡 + 2(−1 + 2𝑡) = 0, 즉 𝑡 = 1
2

를 대입하면 (1
2 , 1

2 , 0) 이므로, 원점에서 𝑙 과의 거리는 1√
2  임을 얻게 된다. 따라서 구 𝑆 가 직선 𝑙 과 만나지 않을 확률은 

구의 반지름 𝑅 이 1√
2  보다 작을 확률이며, 𝑅 은 구간 0 ≤ 𝑅 ≤ 1 에서 균일하게 분포되어 있는 확률변수이기에 원하는 

확률은 1√
2  임을 얻게 된다.

3
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(2) 내적이 0보다 클 조건부확률 — 먼저 𝑂𝐴 와 𝑂𝐵⃗ 가 이루는 각을 𝜃 라고 하자. 접점 𝐴 와 𝐵 가 모두 구 𝑆 위에 있기 

때문에 𝑂𝐴 와 𝑂𝐵⃗ 의 길이가 모두 𝑅 이므로,

𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐵⃗ = 𝑅2 cos 𝜃
이다. cos 𝜃 를 구하기 위해 직선 𝑙 의 방향에서 투영하여 보면 아래와 같은 그림을 얻는다. (𝑂𝐴 는 접평면의 법선이고 접

평면은 𝑙 을 포함하므로 𝑂𝐴 ⟂ 𝑙 이며, 따라서 𝑂𝐴 와 𝑂𝐵⃗ 는 투영한 단면 위에 그대로 놓인다.)

예시 작도 — 직선 𝑙 방향으로 투영한 단면. 원점에서 𝑙 까지의 거리는 1/
√

2 이다.

이 그림에서 직각삼각형의 관계로부터

cos 𝜃
2

= 𝑅
1/

√
2

=
√

2𝑅, cos 𝜃 = 2 cos2 𝜃
2

− 1 = 4𝑅2 − 1

이다. 따라서

내적 > 0 ⇔ cos 𝜃 > 0 ⇔ 4𝑅2 − 1 > 0 ⇔ 𝑅 > 1
2

가 된다. 이제 두 사건을 다음과 같이 정의하자.

사건 𝐸 : 각도가 90° 보다 작은 사건, 즉 𝐸 = {𝑅 > 1/2}
사건 𝐹  : 2개의 접평면이 존재하는 사건, 즉 𝐹 = {0 < 𝑅 < 1/

√
2}

따라서 구하는 조건부 확률은

𝑃(𝐸 | 𝐹) = 𝑃(𝐸 ∩ 𝐹)
𝑃(𝐹)

=
𝑃(1/2 < 𝑅 < 1/

√
2)

1/
√

2
=

√
2 − 1√

2
= 1 − 1√

2
≈ 0.2929

(다른 풀이) 먼저 접점 𝐴 와 𝐵 의 좌표를 다음과 같이 구하자. 접평면과 구 𝑆 가 만나는 점을 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 라 하자. 구의 중

심이 원점이기 때문에 접평면의 법선 방향이 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 가 되어 접평면의 방정식은

𝑥0(𝑥 − 𝑥0) + 𝑦0(𝑦 − 𝑦0) + 𝑧0(𝑧 − 𝑧0) = 0
이 된다. 점 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 가 구 𝑆 상에 있고 주어진 두 점 𝑃(1, 0, −1) 과 𝑄(0, 1, 1) 이 접평면 𝑥0𝑥 + 𝑦0𝑦 + 𝑧0𝑧 = 𝑅2 상에 

있으므로, 대입하면 𝑥0 − 𝑧0 = 𝑅2, 𝑦0 + 𝑧0 = 𝑅2 를 만족한다. 이를 𝑥2
0 + 𝑦2

0 + 𝑧2
0 = 𝑅2 과 연립하면

𝑥0 = 𝑅2 ± 𝑅√1 − 2𝑅2

3
, 𝑦0 = 𝑅2 ∓ 𝑅√1 − 2𝑅2

3
, 𝑧0 = ±𝑅√1 − 2𝑅2

3
을 얻게 된다. 두 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 값이 주는 벡터가 𝑂𝐴 와 𝑂𝐵⃗ 이므로, 내적을 계산하면

𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐵⃗ = (𝑅4 − 𝑅2 − 2𝑅4

3
) + (𝑅4 − 𝑅2 − 2𝑅4

3
) − 𝑅2 − 2𝑅4

3
= 4𝑅4 − 𝑅2

임을 얻는다. 따라서 𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐵⃗ = 𝑅2(4𝑅2 − 1) 임을 얻는다. 𝜃 가 예각이면 내적이 양수이므로 4𝑅2 − 1 > 0 이 된다.

따라서 각도가 90° 보다 작은 사건 𝐸 = {𝑅 > 1/2} 이고 앞 질문에서 구한 2개의 접평면이 존재하는(즉, 구와 직선이 만

나지 않는) 사건 𝐹 = {0 < 𝑅 < 1/
√

2} 이다. 따라서 구하는 조건부 확률은 위와 같이 1 − 1/
√

2 이다.
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학교장추천전형 · 고른기회전형

문제 1 확률밀도함수와 구간확률을 최대로 만드는 위치 부분적분법 · 적분과 미분의 관계 · 최댓값

(1) 상수 𝑐2 — 함수 𝑓2(𝑥) 가 확률밀도함수가 되기 위해서는 연속확률변수 𝑋2 가 값을 가지는 영역에서의 적분값이 1이 

되어야 한다. 즉, 𝑓2(𝑥) 의 양의 실수축에서 적분값이 1이어야 한다. 이를 확인하기 위해서 부분적분을 이용하면

∫
𝑀

0
𝑥𝑒−𝑥 d𝑥 = [−𝑥𝑒−𝑥]𝑀0 + ∫

𝑀

0
𝑒−𝑥 d𝑥 = −𝑀𝑒−𝑀 + [−𝑒−𝑥]𝑀0 = 1 − 𝑒−𝑀 − 𝑀𝑒−𝑀

이고, 다시 부분적분을 이용하면

∫
𝑀

0
𝑥2𝑒−𝑥 d𝑥 = [−𝑥2𝑒−𝑥]𝑀

0
+ 2 ∫

𝑀

0
𝑥𝑒−𝑥 d𝑥 = −𝑀2𝑒−𝑀 + 2(1 − 𝑒−𝑀 − 𝑀𝑒−𝑀)

를 얻는다. lim𝑥→∞ 𝑥𝑛𝑒−𝑥 = 0 을 활용하여 𝑀  이 무한대로 커지는 경우를 고려하면, 𝑥2𝑒−𝑥 의 양의 실수축 상에서 적분

값이 2임을 알 수 있다. 따라서 𝑐2 ⋅ 2 = 1 이다.

𝑐2 = 1
2

= 0.5

(2) 확률이 최대가 되는 𝑎 — 방법 1 (적분과 미분의 관계)

𝑃(𝑎 ≤ 𝑋𝑛 ≤ 𝑎 + 𝑟) = ∫
𝑎+𝑟

𝑎
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = ∫

𝑎+𝑟

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 − ∫

𝑎

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥

이므로 편의상 이 값을 𝑔(𝑎) = ∫𝑎+𝑟
0

𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 − ∫𝑎
0

𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 로 놓는다. 최대로 만들고 싶은 𝑔(𝑎) 를 𝑎 에 대해서 미분하

면 적분과 미분의 관계에 의해

𝑔′(𝑎) = 𝑓𝑛(𝑎 + 𝑟) − 𝑓𝑛(𝑎) = 𝑐𝑛(𝑎 + 𝑟)𝑛𝑒−(𝑎+𝑟) − 𝑐𝑛𝑎𝑛𝑒−𝑎

= 𝑐𝑛𝑎𝑛𝑒−(𝑎+𝑟)((𝑎 + 𝑟
𝑎

)
𝑛

− 𝑒𝑟) = 𝑐𝑛𝑎𝑛𝑒−(𝑎+𝑟)((1 + 𝑟
𝑎
)

𝑛
− 𝑒𝑟)

우선 𝑔′(𝑎) = 0 을 찾는다. 𝑔′(0) = 𝑐𝑛𝑟𝑛𝑒−𝑟 > 0 이므로 𝑎 > 0 인 경우만을 고려하였다. (1 + 𝑟
𝑎)𝑛 − 𝑒𝑟 = 0 을 풀면

(1 + 𝑟
𝑎
)

𝑛
= 𝑒𝑟 ⇔ 1 + 𝑟

𝑎
= 𝑒𝑟/𝑛 ⇔ 𝑎∗ = 𝑟

𝑒𝑟/𝑛 − 1
일 때 𝑔′(𝑎∗) = 0 임을 알 수 있다. 이 값에서 최대가 되는 것을 확인하기 위해서는 여러 방법이 있을 수 있지만 표준적인 

방법은 𝑎∗ 전후에서 𝑔′(𝑎) 의 부호를 보는 것이다. (1 + 𝑟/𝑎)𝑛 은 𝑎 에 대해 감소하므로, 식에서 확인할 수 있듯이 𝑔′(𝑎) 

는 𝑎∗ 보다 작은 𝑎 에 대해 양수이고 𝑎∗ 보다 큰 𝑎 에 대해 음수이므로, 𝑔(𝑎) 는 증가하다가 𝑎 = 𝑎∗ 일 때 확률이 최대가 되

고 𝑎 가 더 커지면 𝑔(𝑎) 는 감소하게 된다.

5

해설편

58



2020 KAIST 구술고사 · 자연계열 (수학) 문제 · 예시답안

방법 2 (넓이의 비교) — 해당 확률은 𝑎 부터 𝑎 + 𝑟 까지의 𝑥 축과 𝑓𝑛(𝑥) 의 그래프 사이의 넓이이다. 따라서 이 넓이를 최

대로 하는 𝑎 값에 대하여 𝑓𝑛(𝑎) 와 𝑓𝑛(𝑎 + 𝑟) 의 값이 다르다면, 값이 작은 𝑓𝑛 값 쪽의 𝑥 축 구간을 조금 절약하여 큰 𝑓𝑛 

값 쪽 𝑥 구간에 더하면 (함수 𝑓𝑛 이 연속이므로) 넓이가 늘어나게 된다. 따라서 넓이가 최대라는 가정에 모순이므로 𝑎 와 

𝑎 + 𝑟 에서 𝑓𝑛 의 두 값은 같아야 한다. 따라서 𝑓𝑛(𝑎) = 𝑓𝑛(𝑎 + 𝑟) 을 풀면 방법 1에서와 같은 절차로 𝑎∗ = 𝑟/(𝑒𝑟/𝑛 − 1) 

를 얻는다. 특히

𝑓𝑛′(𝑥) = 𝑛𝑐𝑛𝑥𝑛−1𝑒−𝑥 − 𝑐𝑛𝑥𝑛𝑒−𝑥 = 𝑐𝑛𝑥𝑛−1𝑒−𝑥(𝑛 − 𝑥)
이므로 𝑓𝑛(𝑥) 의 값은 0부터 𝑛 까지 증가하여 𝑥 = 𝑛 에서 최댓값을 취한 뒤 계속 감소하고 𝑓𝑛(0) = 0, 𝑓𝑛(∞) = 0 이다. 

따라서 같은 𝑓𝑛 값을 갖는 두 값 𝑎 와 𝑎 + 𝑟 을 찾는 것이 가능하며, 그러한 𝑎 가 유일하게 존재한다.

예시 작도 — 𝑓𝑛(𝑎) = 𝑓𝑛(𝑎 + 𝑟) 일 때 폭이 𝑟 인 구간의 넓이가 최대가 된다

𝑎 = 𝑟
𝑒𝑟/𝑛 − 1

문제 2 가중제곱합과 절댓값 합을 최소로 만드는 상수 이차함수의 최솟값 · 미분불가능한 함수 · 중앙값

(1) 가중제곱합의 최소 — 𝑓(𝑎) = ∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖 × (𝑥𝑖 − 𝑎)2 는 𝑎 에 대하여 이차항의 계수가 양수 ∑𝑛

𝑖=1 𝑤𝑖 인 이차식이므로 

미분이 0이 되도록 𝑎 를 정하면 된다. 즉,

𝑓 ′(𝑎) = −2 ∑
𝑛

𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥𝑖 − 𝑎) = −2 ∑

𝑛

𝑖=1
𝑤𝑖𝑥𝑖 + 2𝑎 ∑

𝑛

𝑖=1
𝑤𝑖 = 0

을 풀면 𝑎 = (∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖)/(∑𝑛

𝑗=1 𝑤𝑗) 를 얻는다. 이때 𝑓″(𝑎) = 2 ∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖 > 0 이므로 최솟값임을 알 수 있다.

또는 𝑓(𝑎) = 𝑎2 ∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖 − 2𝑎 ∑𝑛

𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖 + ∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖𝑥2

𝑖  이 𝑎 에 대한 이차식이므로 완전제곱 형태로 변환하여 최솟값을 

구해도 된다.

𝑎 =
∑𝑛

𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖

∑𝑛
𝑗=1 𝑤𝑗

즉 가중치 𝑤1, …, 𝑤𝑛 에 대한 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛 들의 가중평균이다.
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(2) 절댓값 합의 최소 — 간단한 예로 살펴보기

우선 제일 간단한 경우로 𝑛 = 2 (짝수)이고 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 즉 |𝑏| + |1 − 𝑏| 를 생각해보면, (0, 0), (1, 0) 을 지나는 2개의 

절댓값 함수들의 합으로 0보다 작은 영역에서는 −2 의 기울기로 감소하다가 0과 1 사이에서는 상숫값을 갖고 1보다 큰 

영역에서는 2의 기울기로 증가하는 연속함수이다. 따라서 함숫값을 최소로 하는 𝑏 값은 0과 1 사이의 모든 값이다.

간단하지만 다른 형태인 𝑛 = 3 (홀수)이고 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 2, 즉 |𝑏| + |1 − 𝑏| + |2 − 𝑏| 를 생각해보면, (0, 0), (1, 0), 

(2, 0) 을 지나는 절댓값 함수들의 합으로 0보다 작은 영역에서는 −3 의 기울기로 감소하다가 0과 1 사이에서는 −1 의 

기울기를 갖고 1과 2 사이에서는 1의 기울기, 그리고 2보다 큰 영역에서는 3의 기울기로 증가하는 연속함수이다. 따라서 

함숫값을 최소로 하는 𝑏 값은 1이 유일하다.

예시 작도 — 회색은 각 절댓값 함수, 남색은 그 합, 붉은색은 최솟값을 주는 𝑏 의 범위

일반적인 경우 — 𝑥𝑘 ≤ 𝑏 ≤ 𝑥𝑘+1 이라면
𝑥1 − 𝑏 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑘−1 − 𝑏 ≤ 𝑥𝑘 − 𝑏 ≤ 0 ≤ 𝑥𝑘+1 − 𝑏 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛 − 𝑏

이므로

𝑓(𝑏) = ∑
𝑛

𝑖=1
|𝑥𝑖 − 𝑏|

= (𝑏 − 𝑥1) + ⋯ + (𝑏 − 𝑥𝑘−1) + (𝑏 − 𝑥𝑘) + (𝑥𝑘+1 − 𝑏) + ⋯ + (𝑥𝑛 − 𝑏)

= (𝑘 − (𝑛 − 𝑘))𝑏 − ∑
𝑘

𝑖=1
𝑥𝑖 + ∑

𝑛

𝑗=𝑘+1
𝑥𝑗

= (2𝑘 − 𝑛)𝑏 + constant
인 연속함수로 𝑥𝑘 와 𝑥𝑘+1 사이에서 2𝑘 − 𝑛 의 기울기 를 갖는다.

이때,

• 𝑛 = 2𝑚 으로 짝수라면 𝑘 = 𝑚 = 𝑛/2 일 때, 즉 𝑏 가 𝑥𝑚 와 𝑥𝑚+1 사이일 때는 기울기가 0이 되어 구하는 𝑏 는 𝑥𝑚 

와 𝑥𝑚+1 사이의 모든 값 이다. 참고로, 𝑥𝑚−1 와 𝑥𝑚 사이에서는 −2 의 기울기를, 𝑥𝑚+1 와 𝑥𝑚+2 사이에서는 2의 기

울기를 갖는다.

• 𝑛 = 2𝑚 + 1 로 홀수라면 𝑘 = 𝑚 = (𝑛 − 1)/2 으로 𝑏 가 𝑥𝑚 와 𝑥𝑚+1 사이일 때 −1 의 기울기를, 𝑘 = 𝑚 + 1 (즉 (𝑛 +
1)/2)로 𝑏 가 𝑥𝑚+1 와 𝑥𝑚+2 사이일 때는 1의 기울기를 갖게 되어 𝑏 = 𝑥𝑚+1 에서 유일한 최솟값 을 갖는다.

이 값은 통계학에서 중앙값(median)으로 불린다.

𝑛 = 2𝑚 (짝수): 𝑥𝑚 ≤ 𝑏 ≤ 𝑥𝑚+1 인 모든 𝑏
𝑛 = 2𝑚 + 1 (홀수): 𝑏 = 𝑥𝑚+1 — 두 경우 모두 𝑥1, …, 𝑥𝑛 의 중앙값
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(다른 풀이) 𝑥𝑘 ≤ 𝑏 ≤ 𝑥𝑘+1 라 하자. 적당한 크기의 양수 Δ 에 대해서 대소 관계들을 다음과 같이 그릴 수 있다.

예시 작도 — 𝑏 를 𝑏 + Δ 로 옮겼을 때 각 항의 변화

𝑏 가 𝑏 + Δ 로 변화할 때, 𝑓(𝑏 + Δ) 의 증감을 살펴보면

𝑓(𝑏) = ∑
𝑘

𝑖=1
(𝑏 − 𝑥𝑖) + ∑

𝑛

𝑖=𝑘+1
(𝑥𝑖 − 𝑏)

𝑓(𝑏 + Δ) = ∑
𝑘

𝑖=1
(𝑏 + Δ − 𝑥𝑖) + ∑

𝑛

𝑖=𝑘+1
(𝑥𝑖 − 𝑏 − Δ) = 𝑓(𝑏) + 𝑘Δ − (𝑛 − 𝑘)Δ = 𝑓(𝑏) + (2𝑘 − 𝑛)Δ

즉, 𝑏 → 𝑏 + Δ 로 변할 때 (2𝑘 − 𝑛)Δ 만큼 증감한다. (𝑏 보다 작은 𝑘 개에 대하여 𝑘Δ 만큼 증가하고, 𝑏 보다 큰 (𝑛 − 𝑘) 

개에 대하여 (𝑛 − 𝑘)Δ 만큼 감소한다.) 따라서,

• 𝑘 < 𝑛 − 𝑘 이면 (2𝑘 − 𝑛 < 0 이면), 양의 Δ 에 대하여 𝑓(𝑏 + Δ) 가 감소하고,

• 𝑘 > 𝑛 − 𝑘 이면 (2𝑘 − 𝑛 > 0 이면), 음의 Δ 에 대하여 𝑓(𝑏 + Δ) 가 감소한다.

즉, 𝑏 의 좌우에 있는 𝑥𝑖 의 개수가 다른 경우(𝑘 ≠ 𝑛 − 𝑘), 적절한 𝑏 의 증감이 𝑓(𝑏) 를 감소시킬 수 있으므로 𝑘 = 𝑛 − 𝑘 인 

중앙값에서 함숫값이 최소가 된다. 최종적으로, 𝑛 이 짝수인지 홀수인지에 따라서 두 경우로 나누어 생각하면 이전 방법

으로 구한 답을 얻는다.
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Ⅱ. 예시답안

일반전형

문제 1 트랙 위를 구르는 원 위 한 점의 궤적 극한의 대소 관계 · 사이클로이드 · 곡선의 길이

(1) 궤적으로 둘러싸인 넓이의 극한

작은 원의 지름이 2/𝑛 이므로, 원 위에 고정된 점은 트랙에서 바깥쪽으로 최대 2/𝑛 만큼 떨어질 수 있다. 즉 이 궤적으로 

둘러싸인 영역 𝐴 는 원래 트랙(실선)과 거기에서 2/𝑛 만큼 떨어진 트랙(점선) 사이에 존재하므로, 그 면적은 두 트랙의 

면적 사이에 있다.

원래 트랙(실선)과 2/𝑛 만큼 바깥쪽인 트랙(점선), 그리고 그 사이의 궤적

원래 트랙은 반지름 1인 반원 2개(= 반지름 1인 원 1개)와 𝜋 × 2 인 직사각형으로 이루어지므로 그 면적은 𝜋 ⋅ 12 + 𝜋 ⋅
2 = 3𝜋 이다. 바깥 트랙은 반원의 반지름이 1 + 2/𝑛, 직사각형의 세로가 2 + 4/𝑛 이므로

𝜋 + 2𝜋 ≤ 𝐴 ≤ 𝜋(1 + 2
𝑛

)
2

+ 𝜋(2 + 4
𝑛

)

이고, 오른쪽 변은

𝜋(1 + 2
𝑛

)
2

+ 𝜋(2 + 4
𝑛

) = 3𝜋 + 8𝜋
𝑛

+ 4𝜋
𝑛2

이다. 두 트랙 사이의 튜브 면적이 0으로 수렴하므로 극한의 대소 관계에 의해

lim
𝑛→∞

𝐴 = 3𝜋

3
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(2) 궤적의 곡선의 길이

전체 궤적은 직선 구간 2개(위·아래)와 원호 구간 2개(좌·우)로 나뉜다. 곡선(반원) 부분과 직선 부분의 길이가 모두 𝜋 로, 

작은 원의 둘레 2𝜋/𝑛 의 𝑛/2 배이고 𝑛 은 짝수이므로 정수배가 된다. 따라서 작은 원 위 고정점의 위치(각도)는 각 구간

의 시작과 끝에서 제자리가 되고, 네 구간의 궤적을 따로 계산해 더할 수 있다.

직선 구간과 원호 구간에서 작은 원이 구를 때 고정점이 그리는 궤적

직선 구간 — 직선 위를 구르는 경우 고정된 점이 그리는 궤적은

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝑡 − 1
𝑛

sin 𝑛𝑡,  1
𝑛

− 1
𝑛

cos 𝑛𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

이므로, (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡)) = (1 − cos 𝑛𝑡,  sin 𝑛𝑡) 를 대입하여

∫
𝜋

0
√𝑥′(𝑡)2 + 𝑦′(𝑡)2 d𝑡 = ∫

𝜋

0

√
2 − 2 cos 𝑛𝑡 d𝑡 = ∫

𝜋

0
2|sin 𝑛𝑡

2
| d𝑡

를 얻는다. 𝑢 = 𝑛𝑡 로 치환하면 피적분함수의 주기가 2𝜋 이고 𝑛 이 짝수이므로

1
𝑛

∫
𝑛𝜋

0
2|sin 𝑢

2
| d𝑢 = 1

𝑛
⋅ 𝑛
2

∫
2𝜋

0
2 sin 𝑢

2
d𝑢 = 1

2
⋅ 8 = 4

따라서 직선 구간을 구를 때의 궤적은 아래·위 합하여 𝟖 이 된다.

4
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원호 구간 — 작은 원의 중심의 좌표는 ((1 + 1
𝑛) cos 𝑡,  (1 + 1

𝑛) sin 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 이다. 작은 원의 중심이 𝑡 만큼 회전할 

때 작은 원 자체는 𝑛𝑡 만큼 회전하는데, 이동한 원의 중심에서 본 각도는 𝑛𝑡 + 𝑡 만큼 회전하게 된다. 𝑡 = 0 일 때 작은 원

의 중심에서 본 고정점의 각이 𝜋 에서 시작하므로, 고정점의 (작은 원의 중심에 대한) 각은 𝑡 + 𝑛𝑡 + 𝜋 가 된다. 따라서 

cos(𝜋 + 𝜃) = − cos 𝜃, sin(𝜋 + 𝜃) = − sin 𝜃 를 이용하면 궤적의 매개좌표는 아래와 같다.

𝑥(𝑡) = (1 + 1
𝑛

) cos 𝑡 − 1
𝑛

cos((𝑛 + 1)𝑡), 𝑦(𝑡) = (1 + 1
𝑛

) sin 𝑡 − 1
𝑛

sin((𝑛 + 1)𝑡)

곡선의 길이를 구하기 위해

𝑥′(𝑡) = −(1 + 1
𝑛

) sin 𝑡 + 𝑛 + 1
𝑛

sin((𝑛 + 1)𝑡), 𝑦′(𝑡) = (1 + 1
𝑛

) cos 𝑡 − 𝑛 + 1
𝑛

cos((𝑛 + 1)𝑡)

를 계산하여 길이를 구하면, 1 + 1
𝑛 = 𝑛+1

𝑛  이므로

∫
𝜋

0
√𝑥′(𝑡)2 + 𝑦′(𝑡)2 d𝑡 = 𝑛 + 1

𝑛
∫

𝜋

0
√2 − 2[sin 𝑡 sin((𝑛 + 1)𝑡) + cos 𝑡 cos((𝑛 + 1)𝑡)] d𝑡

= 𝑛 + 1
𝑛

∫
𝜋

0

√
2 − 2 cos 𝑛𝑡 d𝑡 = 4𝑛 + 1

𝑛

이다. 따라서 원호 구간을 구를 때의 궤적은 좌·우 합하여 8(𝑛 + 1)/𝑛 이 된다.

원호 구간 2번과 직선 구간 2번을 모두 더하면

𝐿𝑛 = 8 + 8𝑛 + 1
𝑛

= 16 + 8
𝑛

→ lim
𝑛→∞

𝐿𝑛 = 16

(다른 풀이) 원호 구간을 돌 때 궤적의 길이는 𝑛 이 커지면 직선 구간을 돌 때 궤적의 길이로 수렴하는데, 이것은 𝑛 이 커

지면 1/𝑛 스케일에서 보았을 때(즉, 작은 원의 입장에서 보았을 때) 반지름이 1인 원이 거의 평평한 직선으로 근사되기 

때문이다. 따라서 극한값이 직선 구간을 돌 때 궤적의 길이(4𝜋 를 굴렸을 때)와 같다는 것을 계산 없이 짐작할 수 있다.

문제 2 이차함수의 판별식과 조건부확률 판별식 · 근과 계수의 관계 · 조건부확률

(1) 모든 실수 𝑥 에 대하여 𝑓(𝑥) ≥ 0 일 확률

2차식이 항상 0 이상이 되려면 그 판별식의 값이 0 이하가 되어야 한다. 즉 𝐷 = 𝑎2 − 4𝑏 ≤ 0 이어야 하므로 𝑎 ≤
√

4𝑏 를 

만족시켜야 한다. 그러한 경우의 수는 𝑏 = 1, 2, …, 6 에 대하여 각각 [
√

4𝑏] 개씩 있다. ([𝑥] 는 𝑥 보다 크지 않은 가장 큰 

정수를 나타내는 기호)

경우의 수를 다 합하면

[
√

4] + [
√

8] + [
√

12] + [
√

16] + [
√

20] + [
√

24] = 2 + 2 + 3 + 4 + 4 + 4 = 19

총 36개 경우 중에서 이렇게 될 확률을 구하는 것이므로

𝑃(𝑎2 − 4𝑏 ≤ 0) = 19
36

경우를 모두 써 보면 (𝑎, 𝑏) = (1,1), (2,1), (1,2), (2,2), (1,3), (2,3), (3,3), (1,4), (2,4), (3,4), (4,4), (1,5), (2,5), (3,5), 

(4,5), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6) 이다.

(별해) 𝑏 ≥ 𝑎2/4 라는 것에 착안하여 𝑎 = 1, 2, 3, 4, 5, 6 각각별로 셀 수도 있다. 𝑎 = 1, 2 이면 𝑏 = 1 ∼ 6, 𝑎 = 3 이면 𝑏 =
3 ∼ 6, 𝑎 = 4 이면 𝑏 = 4 ∼ 6, 𝑎 = 5, 6 이면 가능한 𝑏 가 없으므로 12 + 4 + 3 = 19 가지이다.
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(2) 𝑟 의 기댓값

근과 계수 사이의 관계를 사용하면 𝑓(𝑥) = 2019, 즉 𝑥2 + 𝑎𝑥 + (𝑏 − 2019) = 0 의 두 해의 합은 −𝑎 이므로, 𝑎, 𝑏 를 고정

한 상황에서 𝑟 의 기댓값은 두 해의 평균인

𝐸[𝑟 | 𝑎, 𝑏] = 1
2
(𝛼 + 𝛽) = −𝑎

2
가 된다. 𝑎 가 1부터 6까지 변할 수 있고 같은 확률로 나타나므로 𝑎 의 기댓값은 그 평균인 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6)/6 =
3.5 가 된다. 따라서

𝐸(𝑟) = −1
2

⋅ 7
2

= −7
4

= −1.75

(3) 접선이 원점을 지나며 𝑡 ≥ 2 인 𝑡 가 존재할 확률

이 문제는 조건부 확률을 묻는 문제이다.

(𝑡, 𝑓(𝑡)) 에서의 접선이 원점을 지나는 상황 — 접점의 𝑥 좌표는 𝑡 =
√

𝑏

첫 번째 풀이 — 곡선 위의 점에서 접선의 방정식을 이용

(𝑡, 𝑓(𝑡)) 에서 접선의 기울기는 𝑓 ′(𝑡) = 2𝑡 + 𝑎 이다. 따라서 접선의 방정식을 써 보면 𝑦 − 𝑓(𝑡) = (2𝑡 + 𝑎)(𝑥 − 𝑡) 가 된

다. 이 접선이 𝑦 축을 만나는 지점은 𝑥 = 0 을 대입하면

𝑦 = 𝑓(𝑡) − 𝑡(2𝑡 + 𝑎) = 𝑡2 + 𝑎𝑡 + 𝑏 − (2𝑡2 + 𝑎𝑡) = −𝑡2 + 𝑏
임을 얻는다. 이때 𝑦 = 0 이 되려면 −𝑡2 + 𝑏 = 0 이어야 한다. 따라서 𝑡 =

√
𝑏 이고, 𝑡 ≥ 2 가 되려면 𝑏 ≥ 4 가 되어야 한다.

𝑏 ≥ 4 이면서 𝑎2 − 4𝑏 ≤ 0 인 경우는 [
√

16] + [
√

20] + [
√

24] = 4 + 4 + 4 = 12 가지가 있다. 따라서 이 문제가 묻는 

조건부 확률, 즉 𝑎2 − 4𝑏 ≤ 0 인 경우에 𝑏 ≥ 4 가 될 확률은 전체 19개 경우 중 12가지 경우이므로

𝑃(𝑡 ≥ 2 | 𝑓(𝑥) ≥ 0) = 12
19

6
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두 번째 풀이 — 원점을 지나고 이 곡선에 접하는 직선의 방정식을 찾는 방식

(0, 0) 을 지나고 𝑦 = 𝑓(𝑥) 에 접하는 직선을 𝑦 = 𝑠𝑥 라고 하자. 이 직선이 𝑦 = 𝑓(𝑥) 에 접해야 하므로 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑥 라는 식

의 해가 중근이 나와야 한다. 따라서 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑠𝑥 의 판별식은 0, 즉 (𝑎 − 𝑠)2 − 4𝑏 = 0 이 되어야 하고 이것을 풀면 

𝑠 = 𝑎 ±
√

4𝑏 가 된다.

일단 𝑓(𝑥) 가 항상 0 이상이라고 하였고 (1)에서 그렇게 될 조건이 𝑎2 ≤ 4𝑏 임을 알고 있기 때문에 𝑎 −
√

4𝑏 ≤ 0 이 된다. 

그런데 원점에서 기울기가 0 이하인 직선이라면 𝑦 = 𝑓(𝑥) 를 만나는 곳은 𝑥 < 0 인 곳밖에 될 수 없다. 따라서 𝑥 ≥ 2 인 

곳에서 𝑦 = 𝑠𝑥 가 𝑦 = 𝑓(𝑥) 를 만나려면 𝑠 = 𝑎 +
√

4𝑏 이어야 한다.

𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = (𝑎 +
√

4𝑏)𝑥 식을 풀면 (𝑥 −
√

𝑏)
2

= 0 이 나와서 𝑥 =
√

𝑏 가 된다. (혹은 이 식을 미분하여 얻어지는 

2𝑥 + 𝑎 = 𝑠 에서 𝑥 를 구할 수도 있다.)

따라서 
√

𝑏 ≥ 2 가 될 확률, 즉 𝑎2 − 4𝑏 ≤ 0 인 경우에 𝑏 ≥ 4 가 될 확률을 구하면 되고, 이제 남은 부분은 첫 번째 풀이와 

같다.
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학교장추천전형 · 고른기회전형

문제 1 정다각형 넓이의 극한과 정이십각형 각뿔의 부피 삼각함수의 극한 · 공간좌표 · 각뿔의 부피

(1) 넓이의 비의 극한

한 변의 길이가 𝑎 이고 𝑛 개의 변을 가진 정다각형을 𝐴𝑛(𝑎) 이라고 하자. 𝐴𝑛(𝑎) 의 외접원의 중심에서 𝐴𝑛(𝑎) 의 한 변 𝑙 
에 수직으로 그은 선분의 길이는 𝑎/(2 tan(𝜋/𝑛)) 이다.

정 𝑛 각형의 중심각 2𝜋/𝑛 과 변까지의 수선의 길이

따라서 외접원의 중심과 변 𝑙 의 두 꼭짓점으로 이루어진 삼각형의 넓이는 𝑎2/(4 tan(𝜋/𝑛)) 이 된다. 다각형 𝐴𝑛(𝑎) 은 이

와 같은 𝑛 개의 삼각형으로 분할되기에

𝑆𝑛(𝑎) = 𝑛𝑎2

4 tan(𝜋
𝑛)

을 얻게 된다. 치환 𝑡 = 1/𝑛 과 lim𝑥→0
sin 𝑥

𝑥 = 1 을 이용하면

lim
𝑛→∞

𝑆𝑚𝑛(𝑎)
𝑆𝑛(𝑎)

= 𝑚 lim
𝑛→∞

tan(𝜋
𝑛)

tan( 𝜋
𝑚𝑛)

= 𝑚2 lim
𝑡→0

sin(𝜋𝑡)
𝜋𝑡

⋅
𝜋𝑡
𝑚

sin(𝜋𝑡
𝑚)

⋅
cos(𝜋𝑡

𝑚)
cos(𝜋𝑡)

lim
𝑛→∞

𝑆𝑚𝑛(𝑎)
𝑆𝑛(𝑎)

= 𝑚2

(로피탈 정리를 적용해

𝑚 lim
𝑛→∞

tan(𝜋/𝑛)
tan(𝜋/(𝑚𝑛))

= 𝑚 ⋅
𝜋(−1/𝑛2) sec2 0

(𝜋/𝑚)(−1/𝑛2) sec2 0
= 𝑚2

를 구해도 된다.)
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(2) 각뿔 𝐴 의 부피

3차원 좌표를 도입해 다음과 같이 각뿔을 표현하자. 주어진 정다각형을 𝑥𝑦 평면에 놓고 외접원의 중심이 원점 𝑂 가 되게 

하자. 변의 길이가 2 sin(𝜋/20) 이므로 외접원의 반지름 𝑅 은 2𝑅 sin(𝜋/20) = 2 sin(𝜋/20) 에서 𝑅 = 1 이 되고, 회전을 

통해 꼭짓점 𝑃1 을 𝑥 축에 위치시키면 𝑃1 = (1, 0, 0) 이 된다. 각 𝑃1𝑂𝑃2 가 𝜋/10 이고 꼭짓점 𝑃6, 𝑃11 이 각각 꼭짓점 𝑃1 

으로부터 5번째, 10번째에 위치하므로 이들의 좌표는 𝑃6 = (0, 1, 0), 𝑃11 = (−1, 0, 0) 이 된다.

𝑥𝑦 평면 위의 정이십각형과 밑면 밖의 꼭짓점 𝑄

각뿔 𝐴 의 밑면 밖에 있는 꼭짓점을 𝑄 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 라고 하자. 주어진 세 선분의 길이가 각각 
√

2,
√

3,
√

4 이므로 좌표를 

이용한 두 점 사이의 거리로부터 세 개의 방정식

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2, 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑧2 = 3, (𝑥 + 1)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4
를 얻게 되고, 이로부터 𝑥 − 𝑦 = 1

2 , 𝑥 + 𝑦 = 1
2  를 얻을 수 있다. 즉 𝑥 = 1

2 , 𝑦 = 0 이 된다. 𝑥, 𝑦 를 위 세 방정식 중 하나에 

대입하면 𝑧 = √7
4 =

√
7

2  를 얻게 된다.

따라서 𝐴 의 부피는

𝑆20(2 sin( 𝜋
20)) ⋅ 𝑧

3
=

20 ⋅ (2 sin( 𝜋
20))2

3 ⋅ 4 tan( 𝜋
20)

⋅
√

7
2

= 10
√

7
3

⋅
sin2( 𝜋

20)
tan( 𝜋

20)

= 10
√

7
3

sin( 𝜋
20

) cos( 𝜋
20

) = 10
√

7
3

⋅
sin( 𝜋

10)
2

𝑉 = 5
√

7
3

sin( 𝜋
10

) = √175
9

 sin( 𝜋
10

) ≈ 1.363
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문제 2 거울 직사각형 안에서의 빛의 반사 대칭이동 · 삼각함수의 미분 · 순간변화율

좌표평면 위에서 A가 (0, 0), B가 (
√

3, 0), C가 (
√

3, 4), D가 (0, 4) 에 있다고 하자.

이 문제를 쉽게 풀기 위해서는 빛이 반사되어 움직이는 대신 빛은 직선으로 이동하고 대신 원래 그림을 그 직선으로 대칭

이동시켜서 생각하는 것이 편리하다. 그러면 결국 아래 오른쪽 그림처럼 𝑦 = 8, 16, 24, … 와 같은 직선은 직선 AB와 같아

지며, 𝑦 = 4, 12, 20, … 과 같은 직선은 직선 CD와 같아진다. 직선 BC에 대칭이동시켜 생각하면 𝑥 = 2
√

3 은 직선 DA와 

같다.

실제 반사 경로(왼쪽)와 대칭이동으로 펼친 직선 경로(오른쪽)

(1) P가 처음으로 M과 같아질 때의 𝜃

점 M은 (0, 2) 에 위치하며, 이 점은 정수 𝑛 에 대하여 (2
√

3,  2 + 4𝑛) 와 같다. 𝑥 를 증가시켰을 때 가장 먼저 만나는 점

은 (2
√

3, 2) 이 되고, 원점에서 (2
√

3, 2) 를 잇는 직선의 기울기는

tan 𝜃 = 2
2
√

3
= 1√

3

𝜃 = 𝜋
6

(= 30°)

(다른 풀이) 대칭성을 착안하지 못하여도 다음처럼 풀 수 있다. 빛이 처음으로 M을 만나려면 빛이 𝐵𝐶 위의 점 (
√

3, 1) 

에서 반사하면 된다. 따라서 각도는 tan 𝜃 = 1/
√

3 에서 얻을 수 있다.

10
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(2) 𝜃 = 𝜋/3 일 때의 이동 거리와 𝐴𝑃

𝜃 가 𝜋/3 인 경우 tan 𝜃 =
√

3 이므로 𝑦 =
√

3𝑥 인 직선이 𝑥 = 2
√

3 인 직선을 만나는 지점은 (2
√

3, 6) 이 된다. 이때 

(2
√

3, 4) 는 D와 같고 (2
√

3, 8) 은 A와 같으므로 P는 M과 같아진다. 즉 P와 A 사이 거리는 2가 된다.

한편 빛이 이동한 거리는 피타고라스 정리에 의해 √(2
√

3)
2

+ 62 =
√

12 + 36 =
√

48 = 4
√

3 이 된다.

A에서 P까지 이동한 총 거리 = 4
√

3 선분 AP의 길이 = 2

(참고) 대칭성을 착안하지 못하여도 빛의 반사 경로를 직접 추적하여 구할 수 있다. 앞 그림의 왼쪽처럼 경로를 세 부분 

𝑎, 𝑏, 𝑐 로 나누면

𝑎 =
√

3 + 9 = 2
√

3, 𝑏 = √1 + 1
3

= 2√
3

= 2
3
√

3, 𝑐 = √12
9

+ 4 =
√

12 + 36
3

= 4
3
√

3

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = (2 + 2
3

+ 4
3
)

√
3 = 4

√
3

(3) P가 𝑛 번째로 M과 같아질 때의 속력 𝑎𝑛

P의 직선 𝑥 = 2
√

3 위에서의 𝑦 좌표를 𝑦 라고 하면 𝑦 = 2
√

3 tan 𝜃 가 된다. 1초당 𝜃 가 
√

3/2 씩 일정하게 증가하므로 
d𝜃
d𝑡 =

√
3

2  이다. 따라서

d𝑦
d𝑡

=
d(2

√
3 tan 𝜃)
d𝑡

= 2
√

3 sec2 𝜃d𝜃
d𝑡

= 3 sec2 𝜃

가 된다. 한편 cos2 𝜃 + sin2 𝜃 = 1 의 양변을 cos2 𝜃 로 나누면 1 + tan2 𝜃 = sec2 𝜃 임을 얻는다. 따라서 대입하면 d𝑦
d𝑡 =

3(1 + tan2 𝜃) 를 얻는다.

이제 P가 𝑛 번째로 M이 된다면 𝑦 = 2 + 4(𝑛 − 1) 이 되어야 하므로 4𝑛 − 2 = 2
√

3 tan 𝜃 가 되어서 tan 𝜃 = 4𝑛−2
2
√

3 = 2𝑛−1√
3  

이 된다. 이것을 위 식에 대입하면 𝑛 번째로 P가 M을 만날 때 이동속도가 아래 식으로 구해진다.

𝑎𝑛 = d𝑦
d𝑡

= 3(1 + (2𝑛 − 1√
3

)
2

) = 3(1 + (2𝑛 − 1)2

3
) = 3 + (2𝑛 − 1)2 = 4𝑛2 − 4𝑛 + 4
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핵심 개념 색인

각 학년도 문항이 다루는 핵심 개념과 그 개념이 등장한 학년도. 같은 개념이 여러 해에 반복되는지 한눈에 확인할 수 있다.

곡선의 길이(신개선) 2022
공간에서의 직선과 평면 2023
귀납적으로 정의된 수열 2025
극댓값·최댓값 2024
닮음과 정사영 2023
대칭이동과 삼각함수의 미분 2019
두 원의 공통내접·외접 조건 2021
미분 2023
미분불가능한 함수의 최솟값 2020
부분적분법과 확률밀도함수 2020
삼각방정식과 삼각함수의 그래프 2020
삼각함수의 극한 2023, 

2021
삼각함수의 극한과 공간좌표 2019
삼각함수의 덧셈정리 2022
삼각함수의 합성과 미분 2024
삼각함수의 합성과 최대·최소 2023
삼차방정식의 실근의 개수 2025
세 점이 한 직선 위에 있을 조건 2024
수열의 극한과 정적분 2019
수학적 귀납법 2025
쌍곡선과 점근선 2026
원 위를 움직이는 점의 매개변수 표시 2024
원의 방정식 2026
원의 접선과 할선 2025
원의 현과 피타고라스 정리 2022
유리함수의 최대·최소 2021
이산확률변수의 기댓값과 이항정리 2021
이차방정식의 판별식 2021
이차방정식의 판별식과 근과 계수의 관계 2023
이차함수의 최솟값 2020
이항계수와 조건부확률 2023
적분과 미분의 관계 2020
점과 직선 사이의 거리 2021
정다각형의 넓이·둘레 2023
정육각형 격자 위의 확률 2026
정적분과 구분구적법 2022
조건부확률 2020
직선·구의 방정식과 벡터의 내적 2020
집합 2025
치환적분법 2020
코사인법칙 2026, 

2022
판별식과 조건부확률 2019
평면벡터의 내적 2026, 

2022
평행광선에 의한 그림자와 정사영 2021
피타고라스 정리 2025
함수의 증가와 감소 2025
확률의 덧셈정리·곱셈정리 2026
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