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2026학년도 자연계열 (수학)

문제 1

※ 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제시문

[가]  직선 𝑙을 공유하는 두 반평면 𝛼, 𝛽로 이루어진 도형을 이면각이라 한다. 이때 직선 𝑙을 이면각의 변, 두 

반평면 𝛼, 𝛽를 각각 이면각의 면이라고 한다. 이면각의 변 𝑙 위의 한 점 O를 지나고 직선 𝑙에 수직인 두 반직

선 OA, OB를 두 반평면 𝛼, 𝛽 위에 각각 그을 때, ∠ AOB의 크기는 점 O의 위치에 관계없이 일정하고 이 각

의 크기를 이면각의 크기라고 한다.

- 『고등학교 기하』

[나]  공간에서 직선 𝑙과 평면 𝛼 위의 모든 직선이 수직일 때, 직선 𝑙과 평면 𝛼는 서로 수직이라고 하고, 기호

로 𝑙 ⟂ 𝛼와 같이 나타낸다. 이때 직선 𝑙을 평면 𝛼의 수선이라 하고, 직선 𝑙과 평면 𝛼가 만나는 점 O를 수선의 

발이라고 한다.

- 『고등학교 기하』

[다]  평면 𝛼와 한 점 O에서 만나는 직선 𝑙이 있다. 이때 직선 𝑙이 평면 𝛼 위의 점 O를 지나는 서로 다른 두 

직선 𝑚, 𝑛과 서로 수직이면 직선 𝑙이 평면 𝛼에 수직이다.

- 『고등학교 기하』

[문제1] 모든 변의 길이가 1인 다음 그림의 정팔면체와 정사면체에 대해서 다음 물음에 답하시오.

(1) 정팔면체에서 평면 ABC와 평면 FBC가 이루는 이면각 중 둔각의 크기를 𝛼라고 할 때 cos 𝛼의 값을 구하시오.

(2) 정팔면체에서 평면 ABC와 평면 AED가 이루는 이면각 중 예각의 크기를 𝛽라고 할 때 cos 𝛽의 값을 구하시오.

(3) 정사면체에서 평면 JGH와 평면 IGH가 이루는 이면각 중 예각의 크기를 𝛾라고 할 때 cos 𝛾의 값을 구하시오.

(4) 점 G와 점 B, 점 H와 점 C, 점 I와 점 F를 일치시켰을 때, 평면 ABC와 평면 JGH가 일치함을 이면각을 이용하여 

보이시오.
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■ 예시 답안

(1)

선분 BC의 중점을 M이라고 하면 선분 MA와 선분 BC가 수직이고, 선분 MF도 선분 BC에 수직이다. 따라서 

평면 ABC와 평면 FBC가 이루는 이면각 중 하나는 ∠ AMF와 같다. 한편, 점 A의 평면 BCDE에 내린 수선의 

발 N은 정사각형 BCDE의 대각선의 교점이다. 삼각형 ANM은 직각삼각형이고 선분 MA의 길이는 

√
3

2
, 선

분 MN의 길이는 
1
2
이다. 따라서 cos(∠ AMN) = 1√

3
이다. 삼각함수의 덧셈정리를 이용하면

cos(∠ AMF) = cos(2∠ AMN) = 2 cos2(∠ AMN) − 1 = −1
3

이고, ∠ AMF는 둔각이므로 cos 𝛼 = −1
3
이다.

(다른 풀이) 삼각형 ABC의 면적은 

√
3

4
이고, 삼각형 NBC의 면적은 

1
4
이다. 삼각형 ABC를 평면 BCDE에 내

린 정사영은 삼각형 NBC이므로, 평면 ABC와 평면 BCDE가 이루는 ∠ AMN의 코사인은 두 삼각형의 면적

의 비인 cos(∠ AMN) = (△NBC의 넓이)
(△ABC의 넓이)

= 1√
3
와 같다. 삼각함수의 덧셈정리를 이용하면

cos(∠ AMF) = cos(2∠ AMN) = 2 cos2(∠ AMN) − 1 = −1
3

이고, ∠ AMF는 둔각이므로 cos 𝛼 = −1
3
이다.

(2)

선분 ED의 중점을 Q라고 하자. 사각형 MAQF는 네 변의 길이가 같은 사각형으로 선분 MA와 선분 QF, 선

분 QA와 선분 FM은 각각 평행이다. 선분 BC와 선분 ED도 평행인 선분이다. 점 A를 지나고 이 선분들과 평

행인 직선을 𝑙이라 하면 직선 𝑙은 평면 ABC와 평면 AED의 교선이다. 교선 𝑙과 선분 AM이 이루는 각은 선분 

ED와 선분 QF가 이루는 각과 같으므로 수직이다. 마찬가지로 교선 𝑙과 선분 AQ가 이루는 각도 수직이다. 따

라서 두 평면의 이면각 중 하나는 ∠ MAQ이다. |MA| = |AQ| =
√

3
2

, |MQ| = 1이므로, 삼각형 MAQ에서 코

사인법칙을 이용하면 cos(∠ MAQ) =

3
4

+ 3
4

− 1

2 ⋅
√

3
2

⋅
√

3
2

= 1
3
이다. ∠ MAQ는 예각이므로 cos 𝛽 = 1

3
이다.
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(3)

선분 GH의 중점을 O, 삼각형 IGH의 무게중심을 P라고 하자. 선분 OJ, 선분 OI는 각각 선분 GH에 수직이

므로 평면 JGH와 평면 IGH의 이면각 중 하나는 ∠ JOI, 즉 ∠ JOP이다. 점 J의 삼각형 IGH에 내린 수선의 

발이 점 P이므로

cos(∠ JOP) = |PO|
|JO|

=

1
3

⋅
√

3
2√
3

2

= 1
3

이다. 여기서, 무게중심의 성질에 의해 |PO| = 1
3
|IO|임을 사용하였다. ∠ JOP는 예각이므로 cos 𝛾 = 1

3
이다.

(다른 풀이) 삼각형 JGH의 면적은 

√
3

4
이고, 삼각형 PGH의 면적은 

√
3

12
이다. 삼각형 JGH를 평면 IGH에 내

린 정사영은 삼각형 PGH이므로, cos(∠ JOP) = (△PGH의 넓이)
(△JGH의 넓이)

= 1
3
이다. ∠ JOP는 예각이므로 cos 𝛾 = 1

3

이다.

(4)

점 G와 점 B, 점 H와 점 C, 점 I와 점 F를 일치시키면, 선분 GH의 중점 O와 선분 BC의 중점 M도 일치한다. 

평면 JGH와 평면 ABC의 이면각의 크기는 평면 JGH와 평면 IGH의 이면각 중 예각의 크기 𝛾와 평면 FBC

와 평면 ABC의 이면각 중 둔각의 크기 𝛼의 합 𝛼 + 𝛾와 같다. cos(𝜋 − 𝛼) = − cos 𝛼 = 1
3

= cos 𝛾이고 0 < 𝜋 −

𝛼, 𝛾 < 𝜋
2

이므로 𝛼 + 𝛾 = 𝜋이다. 따라서 평면 ABC와 평면 JGH는 일치한다.

(다른 풀이) cos 𝛼 = −1
3
, cos 𝛾 = 1

3
과 0 < 𝛾 < 𝜋

2
< 𝛼 < 𝜋로부터, 다음과 같이 삼각함수의 덧셈정리를 이용

하면

sin(𝛼 + 𝛾) = sin 𝛼 cos 𝛾 + cos 𝛼 sin 𝛾 = 2
√

2
3

⋅ 1
3

− 1
3

⋅ 2
√

2
3

= 0

이고 
𝜋
2

< 𝛼 + 𝛾 < 3𝜋
2

이므로 𝛼 + 𝛾 = 𝜋를 얻을 수 있다. 따라서 평면 ABC와 평면 JGH는 일치한다.

■ 채점 기준

[1단계] : (1)의 답을 구한다. : cos 𝛼 = −1
3

선분 BC의 중점을 M이라고 하면 선분 MA와 선분 BC가 수직이고, 선분 MF도 선분 BC에 수직이다. 따라서 

평면 ABC와 평면 FBC가 이루는 이면각 중 하나는 ∠ AMF와 같다. 한편, 점 A의 평면 BCDE에 내린 수선의 

발 N은 정사각형 BCDE의 대각선의 교점이다. 삼각형 ANM은 직각삼각형이고 선분 AM의 길이는 

√
3

2
, 선

분 MN의 길이는 
1
2
이다. 따라서 cos(∠ AMN) = 1√

3
이다. 삼각함수의 덧셈정리를 이용하면

cos(∠ AMF) = cos(2∠ AMN) = 2 cos2(∠ AMN) − 1 = −1
3

이고, ∠ AMF는 둔각이므로 cos 𝛼 = −1
3
이다.
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(다른 풀이) 삼각형 ABC의 면적은 

√
3

4
이고, 삼각형 NBC의 면적은 

1
4
이다. 삼각형 ABC를 평면 BCDE에 내

린 정사영은 삼각형 NBC이므로, 평면 ABC와 평면 BCDE가 이루는 ∠ AMN의 코사인은 두 삼각형의 면적

의 비인 cos(∠ AMN) = (△NBC의 넓이)
(△ABC의 넓이)

= 1√
3
와 같다. 삼각함수의 덧셈정리를 이용하면

cos(∠ AMF) = cos(2∠ AMN) = 2 cos2(∠ AMN) − 1 = −1
3

이고, ∠ AMF는 둔각이므로 cos 𝛼 = −1
3
이다.

[2단계] : (2)의 답을 구한다. : cos 𝛽 = 1
3

선분 ED의 중점을 Q라고 하자. 사각형 MAQF는 네 변의 길이가 같은 사각형으로 선분 MA와 선분 FQ, 선

분 QA와 선분 FM은 각각 평행이다. 선분 BC와 선분 ED도 평행인 선분이다. 점 A를 지나고 이 선분들과 평

행인 직선을 𝑙이라 하면 직선 𝑙은 평면 ABC와 평면 AED의 교선이다. 교선 𝑙과 선분 AM이 이루는 각은 선분 

ED와 선분 QF가 이루는 각과 같으므로 수직이다. 마찬가지로 교선 𝑙과 선분 AQ가 이루는 각도 수직이다. 따

라서 두 평면의 이면각 중 하나는 ∠ MAQ이다. |MA| = |AQ| =
√

3
2

, |MQ| = 1이므로, 삼각형 MAQ에서 코

사인법칙을 이용하면 cos(∠ MAQ) =

3
4

+ 3
4

− 1

2 ⋅
√

3
2

⋅
√

3
2

= 1
3
이다. ∠ MAQ는 예각이므로 cos 𝛽 = 1

3
이다.

[3단계] : (3)의 답을 구한다. : cos 𝛾 = 1
3

선분 GH의 중점을 O, 삼각형 IGH의 무게중심을 P라고 하자. 선분 OJ, 선분 OI는 각각 선분 GH에 수직이

므로 평면 JGH와 평면 IGH의 이면각 중 하나는 ∠ JOI, 즉 ∠ JOP이다. 점 J의 삼각형 IGH에 내린 수선의 

발이 점 P이므로

cos(∠ JOP) = |PO|
|JO|

=

1
3

⋅
√

3
2√
3

2

= 1
3

이다. 여기서, 무게중심의 성질에 의해 |PO| = 1
3
|IO|임을 사용하였다. ∠ JOP는 예각이므로 cos 𝛾 = 1

3
이다.

(다른 풀이) 삼각형 JGH의 면적은 

√
3

4
이고, 삼각형 PGH의 면적은 

√
3

12
이다. 삼각형 JGH를 평면 IGH에 내

린 정사영은 삼각형 PGH이므로, cos(∠ JOP) = (△PGH의 넓이)
(△JGH의 넓이)

= 1
3
이다. ∠ JOP는 예각이므로 cos 𝛾 = 1

3

이다.

[4단계] : (4)를 보인다. : 𝛼 + 𝛾 = 𝜋를 이용할 수 있다.

점 G와 점 B, 점 H와 점 C, 점 I와 점 F를 일치시키면, 선분 GH의 중점 O와 선분 BC의 중점 M도 일치한다. 

평면 JGH와 평면 ABC의 이면각의 크기는 평면 JGH와 평면 IGH의 이면각 중 예각의 크기 𝛾와 평면 FBC

와 평면 ABC의 이면각 중 둔각의 크기 𝛼의 합 𝛼 + 𝛾와 같다. cos(𝜋 − 𝛼) = − cos 𝛼 = 1
3

= cos 𝛾이고 0 < 𝜋 −

𝛼, 𝛾 < 𝜋
2

이므로 𝛼 + 𝛾 = 𝜋이다. 따라서 평면 ABC와 평면 JGH는 일치한다.

6
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(다른 풀이) cos 𝛼 = −1
3
, cos 𝛾 = 1

3
과 0 < 𝛾 < 𝜋

2
< 𝛼 < 𝜋로부터, 다음과 같이 삼각함수의 덧셈정리를 이용

하면

sin(𝛼 + 𝛾) = sin 𝛼 cos 𝛾 + cos 𝛼 sin 𝛾 = 2
√

2
3

⋅ 1
3

− 1
3

⋅ 2
√

2
3

= 0

이고 
𝜋
2

< 𝛼 + 𝛾 < 3𝜋
2

이므로 𝛼 + 𝛾 = 𝜋를 얻을 수 있다. 따라서 평면 ABC와 평면 JGH는 일치한다.

채점 기준 배점

[1단계]부터 [4단계]까지 모든 단계의 풀이 과정이 매끄러운 경우 S
상

[1단계]부터 [4단계]까지 모든 단계를 작성하였으나 풀이 과정이 매끄럽지 않은 경우 A

[1단계]부터 [3단계]까지 모두 풀이 과정이 매끄러운 경우 B

[1단계]부터 [3단계] 중에서 어느 두 단계만 풀이 과정이 매끄러운 경우 C중

[1단계]부터 [3단계] 중에서 어느 한 단계만 풀이 과정이 매끄러운 경우 D

[1단계]부터 [3단계] 중에서 어느 한 단계라도 부분적으로 풀이 과정을 작성한 경우 E
하

어느 단계의 일부분도 풀이 과정이 매끄럽게 작성하지 못하거나 전혀 작성하지 않은 경우 F

7



동국대논술 · 자연계열 2026학년도

문제 2

※ 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제시문

[가]  첫째항이 𝑎, 공차가 𝑑인 등차수열 {𝑎𝑛}의 첫째항부터 제𝑛항까지의 합을 𝑆𝑛이라고 하면

𝑎𝑛 = 𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑,

𝑆𝑛 = 𝑛{2𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑}
2

(단, 𝑛 = 1, 2, 3, ⋯)

- 『고등학교 수학I』

[나]  두 수열 {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛}에 대하여

① ∑
𝑛

𝑘=1
(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘) = ∑

𝑛

𝑘=1
𝑎𝑘 + ∑

𝑛

𝑘=1
𝑏𝑘 ② ∑

𝑛

𝑘=1
(𝑎𝑘 − 𝑏𝑘) = ∑

𝑛

𝑘=1
𝑎𝑘 − ∑

𝑛

𝑘=1
𝑏𝑘

③ ∑
𝑛

𝑘=1
𝑐𝑎𝑘 = 𝑐 ∑

𝑛

𝑘=1
𝑎𝑘 (단, 𝑐는 상수) ④ ∑

𝑛

𝑘=1
𝑐 = 𝑐𝑛 (단, 𝑐는 상수)

- 『고등학교 수학I』

[다]  두 수열 {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛}이 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐿, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑀  (𝐿, 𝑀은 실수)일 때

① lim
𝑛→∞

𝑐𝑎𝑛 = 𝑐𝐿 (단, 𝑐는 상수) ② lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) = 𝐿 + 𝑀

③ lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 𝐿 − 𝑀 ④ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝐿𝑀

⑤ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝐿
𝑀

 (단, 𝑏𝑛 ≠ 0, 𝑀 ≠ 0)

- 『고등학교 미적분』

[문제2] 공차가 자연수인 두 등차수열 {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛}이 다음 〈조건〉을 만족한다.

〈 조 건 〉

① lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛
𝑛

= 2, ∑
10

𝑛=1
(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 180

② ∑
𝑛

𝑘=1
(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)는 𝑛 = 7일 때만 최솟값을 갖는다.

③ ∑
4

𝑛=1
|𝑏𝑛| = 88

(1) 수열 {𝑎𝑛}과 {𝑏𝑛}의 일반항을 각각 구하시오.

(2) 수열 {𝑐𝑛}이 𝑐𝑛 = |𝑎𝑛| − |𝑏𝑛|일 때, 𝑐𝑛의 최솟값을 구하시오.

(3)
𝑆𝑛 = ∑

𝑛

𝑘=1
𝑐𝑘일 때, lim

𝑛→∞

𝑆𝑛
𝑛2 을 구하시오.

8



동국대논술 · 자연계열 2026학년도

■ 예시 답안

(1)

수열 {𝑎𝑛}과 {𝑏𝑛}의 공차를 각각 𝑝와 𝑞라 하면, 조건 ①로부터

2 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛
𝑛

= 𝑝 − 𝑞, 180 = ∑
10

𝑛=1
(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 10(𝑎1 − 𝑏1) + 45(𝑝 − 𝑞)

이다. 따라서 𝑎1 − 𝑏1 = 9, 𝑝 − 𝑞 = 2이다. 이로부터 모든 자연수 𝑛에 대하여

𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑝 = 𝑏1 + 9 + (𝑛 − 1)(𝑞 + 2) = 𝑏𝑛 + 2𝑛 + 7 > 𝑏𝑛

이며 𝑎𝑛 > 𝑏𝑛을 만족한다.

조건 ②로부터 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 < 0 (𝑛 ≤ 7)과 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 > 0 (𝑛 ≥ 8)을 얻는다. 그러므로 2𝑏𝑛 < 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 < 0 (𝑛 ≤ 7)이

며 𝑏𝑛 < 0 (𝑛 ≤ 7)이다.

이를 이용하여 조건 ③으로부터 ∑
4

𝑛=1
|𝑏𝑛| = − ∑

4

𝑛=1
𝑏𝑛 = −(4𝑏1 + 6𝑞) = 88, 즉 2𝑏1 = −3𝑞 − 44 또는 𝑏1 = −3

2
𝑞 −

22를 얻는다. 구해진 결과 𝑎1 = 𝑏1 + 9, 𝑝 = 𝑞 + 2, 𝑎7 + 𝑏7 < 0, 𝑎8 + 𝑏8 > 0을 이용하여 다음을 얻을 수 있다.

0 > 𝑎7 + 𝑏7 = (𝑎1 + 𝑏1) + 6(𝑝 + 𝑞) = 2𝑏1 + 9 + 6(2𝑞 + 2) = −3𝑞 − 35 + 12𝑞 + 12 = 9𝑞 − 23

0 < 𝑎8 + 𝑏8 = (𝑎1 + 𝑏1) + 7(𝑝 + 𝑞) = 2𝑏1 + 9 + 7(2𝑞 + 2) = −3𝑞 − 35 + 14𝑞 + 14 = 11𝑞 − 21

따라서 1 < 21
11

< 𝑞 < 23
9

< 3을 만족하는 자연수 공차 𝑞는 2이다. 공차 𝑞 = 2를 다음 결과에 대입하면

{


𝑝 = 𝑞 + 2,

𝑏1 = −3
2
𝑞 − 22,

𝑎1 = 𝑏1 + 9,

공차 𝑝 = 4, 첫째항 𝑏1 = −25, 𝑎1 = −16이다.

그러므로 일반항 𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑝 = 4𝑛 − 20, 𝑏𝑛 = 𝑏1 + (𝑛 − 1)𝑞 = 2𝑛 − 27이다.

(2)

(1)의 결과를 이용하면 수열 {𝑐𝑛}의 일반항을 다음과 같이 구할 수 있다.

𝑐𝑛 = |𝑎𝑛| − |𝑏𝑛| = |4𝑛 − 20| − |2𝑛 − 27| =
{

−2𝑛 − 7, (𝑛 ≤ 5)

6𝑛 − 47, (6 ≤ 𝑛 ≤ 13)
2𝑛 + 7, (𝑛 ≥ 14)

그러므로 𝑐𝑛이 최소가 되는 항은 𝑛 = 5이며 최솟값은 𝑐5 = −17이다.

(3)

(2)의 결과로부터 𝑛 ≥ 14에 대하여 𝑆𝑛은 다음을 만족한다.

𝑆𝑛 = ∑
𝑛

𝑘=1
𝑐𝑘 = ∑

13

𝑘=1
𝑐𝑘 + ∑

𝑛

𝑘=14
𝑐𝑘

= ∑
13

𝑘=1
𝑐𝑘 + ∑

𝑛

𝑘=14
(2𝑘 + 7)

= ∑
13

𝑘=1
𝑐𝑘 + 2𝑛(𝑛 + 1)

2
+ 7𝑛 − ∑

13

𝑘=1
(2𝑘 + 7)

그러므로 lim
𝑛→∞

𝑆𝑛
𝑛2 = 1이다.

9
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■ 채점 기준

[1단계] 수열 {𝑎𝑛}과 {𝑏𝑛}의 자연수 공차를 각각 𝑝와 𝑞라 하면, 조건 ①로부터

2 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛
𝑛

= 𝑝 − 𝑞, 180 = ∑
10

𝑛=1
(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 10(𝑎1 − 𝑏1) + 45(𝑝 − 𝑞)

이다. 따라서 𝑎1 − 𝑏1 = 9, 𝑝 − 𝑞 = 2이다. 이로부터 모든 자연수 𝑛에 대하여

𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑝 = 𝑏1 + 9 + (𝑛 − 1)(𝑞 + 2) = 𝑏𝑛 + 2𝑛 + 7 > 𝑏𝑛

이며 𝑎𝑛 > 𝑏𝑛을 만족한다.

[2단계] 조건 ②로부터 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 < 0 (𝑛 ≤ 7)과 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 > 0 (𝑛 ≥ 8)을 얻는다. 따라서 2𝑏𝑛 < 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 < 0 (𝑛 ≤

7)이며 𝑏𝑛 < 0 (𝑛 ≤ 7)이다. 이를 이용하여 조건 ③으로부터 ∑
4

𝑛=1
|𝑏𝑛| = − ∑

4

𝑛=1
𝑏𝑛 = −(4𝑏1 + 6𝑞) = 88, 즉 2𝑏1 =

−3𝑞 − 44 또는 𝑏1 = −3
2
𝑞 − 22를 얻는다.

[3단계] 구해진 결과 𝑎1 = 𝑏1 + 9, 𝑝 = 𝑞 + 2, 𝑎7 + 𝑏7 < 0, 𝑎8 + 𝑏8 > 0을 이용하여 다음을 얻을 수 있다.

0 > 𝑎7 + 𝑏7 = (𝑎1 + 𝑏1) + 6(𝑝 + 𝑞) = 2𝑏1 + 9 + 6(2𝑞 + 2) = −3𝑞 − 35 + 12𝑞 + 12 = 9𝑞 − 23

0 < 𝑎8 + 𝑏8 = (𝑎1 + 𝑏1) + 7(𝑝 + 𝑞) = 2𝑏1 + 9 + 7(2𝑞 + 2) = −3𝑞 − 35 + 14𝑞 + 14 = 11𝑞 − 21

따라서 1 < 21
11

< 𝑞 < 23
9

< 3을 만족하는 자연수 공차 𝑞는 2이다. 공차 𝑞 = 2를 다음 결과에 대입하면

{


𝑝 = 𝑞 + 2,

𝑏1 = −3
2
𝑞 − 22,

𝑎1 = 𝑏1 + 9,

공차 𝑝 = 4, 첫째항 𝑏1 = −25, 𝑎1 = −16이다.

그러므로 일반항 𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑝 = 4𝑛 − 20, 𝑏𝑛 = 𝑏1 + (𝑛 − 1)𝑞 = 2𝑛 − 27이다.

[4단계] (1)의 결과를 이용하면 수열 {𝑐𝑛}의 일반항을 다음과 같이 구할 수 있다.

𝑐𝑛 = |𝑎𝑛| − |𝑏𝑛| = |4𝑛 − 20| − |2𝑛 − 27| =
{

−2𝑛 − 7, (𝑛 ≤ 5)

6𝑛 − 47, (6 ≤ 𝑛 ≤ 13)
2𝑛 + 7, (𝑛 ≥ 14)

그러므로 𝑐𝑛이 최소가 되는 항은 𝑛 = 5이며 최솟값은 𝑐5 = −17이다.

[5단계] (2)의 결과로부터 𝑛 ≥ 14에 대하여 𝑆𝑛은 다음을 만족한다.

𝑆𝑛 = ∑
𝑛

𝑘=1
𝑐𝑘 = ∑

13

𝑘=1
𝑐𝑘 + ∑

𝑛

𝑘=14
𝑐𝑘

= ∑
13

𝑘=1
𝑐𝑘 + ∑

𝑛

𝑘=14
(2𝑘 + 7)

= ∑
13

𝑘=1
𝑐𝑘 + 2𝑛(𝑛 + 1)

2
+ 7𝑛 − ∑

13

𝑘=1
(2𝑘 + 7)

그러므로 lim
𝑛→∞

𝑆𝑛
𝑛2 = 1이다.

10
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채점 기준 배점

[1단계]부터 [5단계]까지 모든 단계의 풀이 과정이 매끄럽고 모든 소문항의 답을 정확하

게 얻은 경우
S

상

[1단계]부터 [5단계]까지 모든 단계를 작성하고 모든 소문항의 답을 얻은 경우 A

[1단계]부터 [5단계] 중 네 단계를 작성하고 3개의 소문항의 답을 얻은 경우 B

[1단계]부터 [5단계] 중 세 단계를 작성하고 2개의 소문항의 답을 얻은 경우 C중

[1단계]부터 [5단계] 중 세 단계를 작성하고 1개의 소문항의 답을 얻은 경우 D

[1단계]부터 [5단계] 중에서 어느 한 단계만 작성한 경우 E
하

어느 단계의 일부분도 풀이 과정이 매끄럽게 작성하지 못하거나 전혀 작성하지 않은 경우 F

11
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문제 3

※ 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제시문

[가]  함수 𝑓(𝑥)가 𝑥 = 𝑎에서 미분가능할 때, 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) 위의 점 (𝑎, 𝑓(𝑎))에서의 접선의 방정식은

𝑦 − 𝑓(𝑎) = 𝑓 ′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)

이다.

- 『고등학교 수학II』

[나]  곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) 위의 점 P(𝑎, 𝑓(𝑎))에 대하여 𝑥 = 𝑎의 좌우에서 곡선의 모양이 아래로 볼록에서 위로 볼

록으로 바뀌거나 위로 볼록에서 아래로 볼록으로 바뀔 때, 점 P를 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)의 변곡점이라고 한다.

- 『고등학교 미적분』

[다]  이계도함수가 존재하는 함수 𝑓(𝑥)에 대하여 𝑓″(𝑎) = 0이고 𝑥 = 𝑎의 좌우에서 𝑓″(𝑥)의 부호가 바뀌면, 

점 (𝑎, 𝑓(𝑎))는 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)의 변곡점이다.

- 『고등학교 미적분』

[문제3] 다음 〈조건〉을 만족하는 점 P가 존재하는 삼차함수 𝑓(𝑥)에 대하여 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)의 변곡점에서 접선의 

기울기의 최댓값 𝑀을 다음 순서에 따라 구하시오.

(단, 𝑓(𝑥)의 최고차항의 계수는 양수)

〈 조 건 〉

곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) 위의 점 P에서의 접선 𝑙이 점 P가 아닌 곡선 위의 점 Q에서 만나고, 점 Q에서의 접선 𝑚이 직

선 𝑙과 수직이다.

(1) 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)를 𝑥축 및 𝑦축의 방향으로 적절히 평행이동하여 항의 개수가 최소가 되는 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)를 구하

시오.

(2) 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥) 위의 점 P0(𝑡, 𝑔(𝑡))에서의 접선의 방정식을 구하시오.

(3) (2)에서 구한 접선과 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)가 만나는 점 Q0(≠ P0)에서의 접선의 방정식을 구하시오.

(4) 𝑀의 값을 구하시오.
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■ 예시 답안

[예시답안1]

(1)

최고차항의 계수가 양수인 삼차함수 𝑓(𝑥)에 대하여 먼저 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)를 적당히 𝑥축으로 평행이동하면 2차

항을 소거할 수 있고 그 후 적당히 𝑦축으로 평행이동하면 상수항을 소거할 수 있다. 따라서 𝑦 = 𝑔(𝑥)에서 삼

차함수 𝑔(𝑥)의 항의 개수가 최소가 되도록 평행이동하면 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 (𝑎 > 0) 형태로 변형할 수 있다.

(1)′

위와 다른 풀이로, 먼저 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)가 주어진 조건을 만족해야 하기 때문에 변곡점에서의 접선의 기울기

는 음수가 되어야 한다. 따라서 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)의 변곡점을 원점으로 평행이동시키면 적당한 양수 𝛼가 존재하

여 𝑥 = −𝛼, 𝛼에서 각각 𝑥축과 만나므로 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥(𝑥 − 𝛼)(𝑥 + 𝛼) = 𝑎𝑥3 − 𝑎𝛼2𝑥 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 (𝑎 > 0) 형태로 

변형할 수 있다. (단, 𝑏 = −𝑎𝛼2)

(2)

곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥) 위의 점 P0(𝑡, 𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡)에서의 접선의 방정식을 구하면

𝑦 − 𝑎𝑡3 − 𝑏𝑡 = (3𝑎𝑡2 + 𝑏)(𝑥 − 𝑡) ⟺ 𝑦 = (3𝑎𝑡2 + 𝑏)𝑥 − 2𝑎𝑡3

이다.

(3)

(2)에서 구한 접선과 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)가 만나는 점 Q0의 𝑥좌표는

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 = (3𝑎𝑡2 + 𝑏)𝑥 − 2𝑎𝑡3 ⟺ 𝑎𝑥3 − 3𝑎𝑡2𝑥 + 2𝑎𝑡3 = 0

⟺ (𝑥 − 𝑡)2(𝑥 + 2𝑡) = 0
⟺ 𝑥 = 𝑡, −2𝑡

를 만족하고, 여기서 Q0 ≠ P0이므로 𝑡 ≠ 0이며 Q0의 좌표는 Q0(−2𝑡, −8𝑎𝑡3 − 2𝑏𝑡)이다. 따라서 점 Q0에서의 

접선의 방정식은

𝑦 + 8𝑎𝑡3 + 2𝑏𝑡 = (12𝑎𝑡2 + 𝑏)(𝑥 + 2𝑡) ⟺ 𝑦 = (12𝑎𝑡2 + 𝑏)𝑥 + 16𝑎𝑡3

이다.

(4)

(2)와 (3)에서 구한 두 접선이 수직이므로

(3𝑎𝑡2 + 𝑏)(12𝑎𝑡2 + 𝑏) = −1 ⟺ 36𝑎2𝑡4 + 15𝑎𝑏𝑡2 + 𝑏2 + 1 = 0

⟺ 𝑡2 = −5𝑏 ±
√

9𝑏2 − 16
24𝑎

을 만족하는 0이 아닌 실수 𝑡가 존재해야 한다. 즉,

9𝑏2 − 16 ≥ 0 그리고 (−5𝑏 +
√

9𝑏2 − 16 > 0 또는− 5𝑏 −
√

9𝑏2 − 16 > 0)

⟺ 9𝑏2 − 16 ≥ 0 그리고 𝑏 < 0

⟺ 𝑏 ≤ −4
3

를 얻는다. 한편 구하고자 하는 최댓값 𝑀은 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)의 변곡점에서 접선의 기울기의 최댓값이다. 곡선 

𝑦 = 𝑔(𝑥)의 변곡점을 먼저 구해보면

𝑔″(𝑥) = 6𝑎𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0

13
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으로부터 원점이 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)의 변곡점임을 알 수 있다. 이제 원점에서 접선의 기울기는 𝑔′(0) = 𝑏 ≤ −4
3
이

므로 최댓값 𝑀은 −4
3
이다.

[참고사항] 𝑦 = 𝑥3 − 4
3
𝑥일 때, 점 P(

√
10
6

, −19
√

10
108

)과 점 Q(−
√

10
3

, 2
√

10
27

)에서 두 접선의 방정식은

𝑦 = −1
2
𝑥 − 5

√
10

54

𝑦 = 2𝑥 + 20
√

10
27

이며 수직이다.

[예시답안2]

(1)

먼저 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)가 주어진 조건을 만족해야 하기 때문에 변곡점에서 접선의 기울기는 음수가 되어야 한

다. 따라서 함수 𝑓(𝑥)는 극댓값과 극솟값을 가져야 한다. 극대 또는 극소가 되는 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) 위의 점을 원

점으로 평행이동하면 𝑦 = 𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 (𝑎 > 0)형태로 변형할 수 있다.

(2)

곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥) 위의 점 P0(𝑡, 𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2)에서 접선의 방정식을 구하면

𝑦 − 𝑎𝑡3 − 𝑏𝑡2 = (3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡)(𝑥 − 𝑡) ⟺ 𝑦 = (3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡)𝑥 − 2𝑎𝑡3 − 𝑏𝑡2

이다.

(3)

(2)에서 구한 접선과 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)가 만나는 점 Q0의 𝑥좌표는

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 = (3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡)𝑥 − 2𝑎𝑡3 − 𝑏𝑡2 ⟺ 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 − (3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡)𝑥 + 2𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 = 0

⟺ (𝑥 − 𝑡)2(𝑎𝑥 + 2𝑎𝑡 + 𝑏) = 0

⟺ 𝑥 = 𝑡, −2𝑡 − 𝑏
𝑎

를 만족하고, 여기서 Q0 ≠ P0이므로 𝑡 ≠ − 𝑏
3𝑎

이며 Q0의 좌표는 Q0(−2𝑡 − 𝑏
𝑎
, −8𝑎𝑡3 − 8𝑏𝑡2 − 2𝑏2

𝑎
𝑡)이다. 

따라서 점 Q0에서의 접선의 방정식은

𝑦 + 8𝑎𝑡3 + 8𝑏𝑡2 + 2𝑏2

𝑎
𝑡 = (12𝑎𝑡2 + 8𝑏𝑡 + 𝑏2

𝑎
)(𝑥 + 2𝑡 + 𝑏

𝑎
)

⟺ 𝑦 = (12𝑎𝑡2 + 8𝑏𝑡 + 𝑏2

𝑎
)𝑥 + 16𝑎𝑡3 + 20𝑏𝑡2 + 8𝑏2

𝑎
𝑡 + 𝑏3

𝑎2

이다.

(4)

𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2를 미분한 𝑔′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥, 𝑔″(𝑥) = 6𝑎𝑥 + 2𝑏에서 변곡점의 𝑥좌표는 − 𝑏
3𝑎

이므로 변곡점

에서 기울기는 𝑔′(− 𝑏
3𝑎

) = −𝑏2

3𝑎
이다. (2)와 (3)에서 구한 두 접선이 수직이므로

14
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(3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡)(12𝑎𝑡2 + 8𝑏𝑡 + 𝑏2

𝑎
) = −1 ⟺ 𝑏3𝑡(3𝑎

𝑏
𝑡 + 2)(6𝑎

𝑏
𝑡 + 1)(2𝑎

𝑏
𝑡 + 1) = −𝑎

에서 𝑠 = 𝑎
𝑏
𝑡로 치환하여 ℎ(𝑠) = 𝑏4

𝑎
𝑠(3𝑠 + 2)(6𝑠 + 1)(2𝑠 + 1)로 두면 위 식은 ℎ(𝑠) = −𝑎이다.

ℎ′(𝑠) = 2𝑏4

𝑎
(3𝑠 + 1)(24𝑠2 + 16𝑠 + 1) = 0 ⟺ 𝑠 = −1

3
, −1

3
±

√
10

12

이므로 ℎ(𝑠)의 최솟값은 ℎ(−1
3

±
√

10
12

) = − 𝑏4

16𝑎
이다. ℎ(𝑠) = −𝑎를 만족하는 실수 𝑠가 존재하기 위한 필요

충분조건은

ℎ(−1
3

±
√

10
12

) = − 𝑏4

16𝑎
≤ −𝑎 ⟺ −𝑏4

𝑎2 ≤ −16 ⟺ −𝑏2

𝑎
≤ −4 ⟺ 𝑔′(− 𝑏

3𝑎
) = −𝑏2

3𝑎
≤ −4

3

이다. 그러므로 최댓값 𝑀은 −4
3
이다.

[예시답안3]

곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 (𝑎 > 0)를 평행이동하지 않고 직접 𝑀의 값을 다음처럼 구할 수도 있다.

𝑓 ′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐, 𝑓″(𝑥) = 6𝑎𝑥 + 2𝑏로부터 변곡점의 𝑥좌표를 − 𝑏
3𝑎

로 구한다. 변곡점에서 접선의 기울

기는 𝑓 ′(− 𝑏
3𝑎

) = −1
3
(𝑏2

𝑎
− 3𝑐)이다. 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) 위의 점 P(𝑡, 𝑓(𝑡))에서 접선 𝑙의 방정식은

𝑦 − 𝑎𝑡3 − 𝑏𝑡2 − 𝑐𝑡 − 𝑑 = (3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡 + 𝑐)(𝑥 − 𝑡)

이고 접선 𝑙이 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)와 만나는 점 Q(≠P)의 𝑥좌표는

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = (3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡 + 𝑐)𝑥 − 2𝑎𝑡3 − 𝑏𝑡2 + 𝑑 ⟺ (𝑥 − 𝑡)2(𝑎𝑥 + 2𝑎𝑡 + 𝑏) = 0

⟺ 𝑥 = 𝑡, −2𝑡 − 𝑏
𝑎

를 만족한다. 여기서 Q ≠ P이므로 𝑡 ≠ − 𝑏
3𝑎

이며 따라서 점 Q에서 접선 𝑚의 기울기는

𝑓 ′(−2𝑡 − 𝑏
𝑎
) = 12𝑎𝑡2 + 8𝑏𝑡 + 𝑏2

𝑎
+ 𝑐

이다. 두 직선 𝑙, 𝑚이 수직이므로

(3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡 + 𝑐)(12𝑎𝑡2 + 8𝑏𝑡 + 𝑏2

𝑎
+ 𝑐) = −1

이다. 𝑠 = 3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡로 치환하여 ℎ(𝑠) = 4𝑠2 + (𝑏2

𝑎
+ 5𝑐)𝑠 + 𝑐(𝑏2

𝑎
+ 𝑐) + 1이라 하면 위 식은 ℎ(𝑠) = 0이 

된다. 방정식 ℎ(𝑠) = 0이 실근을 갖기 위해서는 판별식 𝐷 = (𝑏2

𝑎
− 3𝑐)

2

− 16 ≥ 0, 즉

𝑏2

𝑎
− 3𝑐 ≥ 4 또는 𝑏2

𝑎
− 3𝑐 ≤ −4 ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(⋆)
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이어야 한다. 일단 𝑠 = 3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡는 𝑡에 관한 이차방정식이므로 𝑠 = 3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡 ≥ −𝑏2

3𝑎
인 범위에서 ℎ(𝑠) = 0

의 근이 존재해야 한다. ℎ(−𝑏2

3𝑎
) = 1

9
(𝑏2

𝑎
− 3𝑐)

2

+ 1 > 0이므로 𝑦 = ℎ(𝑠)의 대칭축 𝑠 = −

𝑏2

𝑎
+ 5𝑐

8
이 𝑠 =

−𝑏2

3𝑎
의 오른쪽에 위치해야 하므로

−

𝑏2

𝑎
+ 5𝑐

8
> −𝑏2

3𝑎
⟺ 𝑏2

𝑎
− 3𝑐 > 0

을 얻는다. 따라서 (⋆)에서 
𝑏2

𝑎
− 3𝑐 ≥ 4이 성립해야 한다. 그러므로 𝑓 ′(− 𝑏

3𝑎
) = −1

3
(𝑏2

𝑎
− 3𝑐) ≤ −4

3
이므

로 최댓값 𝑀은 −4
3
이다.

■ 채점 기준

[예시답안1 기준]

(1) 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)를 평행이동하여 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 형태로 변형한다.

(2) 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥) 위의 점 P0(𝑡, 𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡)에서의 접선의 방정식은 𝑦 = (3𝑎𝑡2 + 𝑏)𝑥 − 2𝑎𝑡3이다.

(3) (2)에서 구한 접선과 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)가 만나는 점 Q0(≠ P0)의 좌표를 구하면 Q0(−2𝑡, −8𝑎𝑡3 − 2𝑏𝑡)이고, 

점 Q0에서의 접선의 방정식은 𝑦 = (12𝑎𝑡2 + 𝑏)𝑥 + 16𝑎𝑡3이다.

(4) (2)와 (3)에서 구한 두 접선이 수직이므로

(3𝑎𝑡2 + 𝑏)(12𝑎𝑡2 + 𝑏) = −1 ⟺ 𝑡2 = −5𝑏 ±
√

9𝑏2 − 16
24𝑎

을 만족하는 0이 아닌 실수 𝑡가 존재해야 하는데, 이 조건으로부터 𝑏 ≤ −4
3
를 얻는다. 한편 구하고자 하는 최

댓값 𝑀은 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)의 변곡점에서의 접선의 기울기의 최댓값이다. 곡선 𝑦 = 𝑔(𝑥)의 변곡점인 원점에서

의 접선의 기울기는 𝑔′(0) = 𝑏 ≤ −4
3
이므로 𝑀의 값은 −4

3
이다.

채점 기준 배점

(1)을 예시답안1, 2처럼 해결하고 (2), (3), (4)까지 모두 구한 경우 (※예시답안3으로 푼 

경우 (1) 생략 가능)
S

상

(1)을 예시답안1, 2처럼 해결하고 (2), (3), 그리고 (4)의 수직 조건까지만 구한 경우 A

(1)을 예시답안1, 2처럼 해결하고 (2), (3)까지만 구한 경우 또는 (1)을 예시답안1, 2처럼 

간단히 변환하는 과정을 거치지 않고 (2), (3), 그리고 (4)의 수직 조건까지만 구한 경우
B

(1)을 예시답안1, 2처럼 해결하고 (2)와 (3)의 교점의 좌표까지만 구한 경우 또는 (1)을 예

시답안1, 2처럼 간단히 변환하는 과정을 거치지 않고 (2), (3)까지만 구한 경우
C중

(1)을 예시답안1, 2처럼 해결하고 (2)까지만 구한 경우 또는 (1)을 예시답안1, 2처럼 간단

히 변환하는 과정을 거치지 않고 (2)와 (3)의 교점의 좌표까지만 구한 경우
D

(1)만 예시답안1, 2처럼 해결한 경우 또는 (1)을 예시답안처럼 간단히 변환하는 과정을 거

치지 않고 (2)의 접선의 방정식까지만 구한 경우
E

하

어느 단계의 일부분도 풀이 과정이 매끄럽게 작성하지 못하거나 전혀 작성하지 않은 경우 F

<※채점시 주의사항>

1. 예시답안3처럼 (4) 𝑀의 값까지 구한 경우 간단히 변환하는 과정인 (1)의 풀이가 없더라도 S를 부여한다.
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2. (1)에서 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥, 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐, 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 + 𝑐, 또는 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑로 변형하여 

(2), (3), (4)를 해결하려고 시도한 풀이는 위 채점 기준에서 “(1)을 예시답안1, 2처럼 간단히 변환하는 과정을 거

치지 않고”에 해당한다.

3. (1)에서 𝑦 = 𝑎𝑥3 또는 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏로 변형하여 (2), (3), (4)를 해결하려고 시도한 풀이는 잘못된 풀이이다. 왜

냐하면 이 두 꼴의 경우 문제에서 주어진 조건을 만족하지 못하기 때문이다. 이런 풀이의 경우 채점위원의 판단에 

따라 최대 E까지만 부여하길 권장한다.
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2025학년도 자연계열 (수학)

문제 1

※ 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제시문

[가]  𝑥가 모든 실수의 값을 가질 때, 이차함수 𝑦 = 𝑎(𝑥 − 𝑝)2 + 𝑞 (𝑎 ≠ 0)의 최댓값과 최솟값은

𝑎 > 0이면 𝑥 = 𝑝에서 최솟값 𝑞를 갖고, 최댓값은 없다.

𝑎 < 0이면 𝑥 = 𝑝에서 최댓값 𝑞를 갖고, 최솟값은 없다.

-『고등학교 수학』

[나]  𝑎, 𝑏, 𝑐가 실수일 때, 방정식 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 (𝑎 ≠ 0)의 두 근을 𝛼, 𝛽라고 하면

𝛼 + 𝛽 = −𝑏
𝑎
, 𝛼𝛽 = 𝑐

𝑎
-『고등학교 수학』

[다]  영벡터가 아닌 두 평면벡터 𝑎⃗ = (𝑎1, 𝑎2)와 𝑏⃗ = (𝑏1, 𝑏2)가 이루는 각의 크기를 𝜃라고 할 때,

cos 𝜃 = 𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗

|𝑎|⃗ |𝑏|⃗
= 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2

√𝑎2
1 + 𝑎2

2√𝑏2
1 + 𝑏2

2

-『고등학교 기하』

[문제1] 좌표평면 위의 점 P(0, 1)가 주어져 있고 이차함수 𝑦 = 𝑥2 + (1
3

− 2𝑘)𝑥 + 𝑘와 직선 𝑦 = 𝑥의 두 교점을 

Q1, Q2라고 하자. 점 P와 점 Q1, 점 P와 점 Q2를 지나는 직선을 각각 ℓ1, ℓ2라고 하자. 두 직선 ℓ1, ℓ2가 이루는 각

의 크기를 𝜃라고 할 때, 제시문을 이용하여 다음을 구하시오. (단, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2 )

(1) cos 𝜃를 실수 𝑘를 이용하여 나타내시오.

(2) 𝜃가 최솟값을 가질 때의 실수 𝑘의 값과 그때의 𝜃를 구하시오.

(3) 𝜃가 최솟값을 가질 때의 점 Q1, Q2의 좌표를 구하시오.
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■ 예시 답안

(1)

이차함수 𝑦 = 𝑥2 + (1
3

− 2𝑘)𝑥 + 𝑘과 직선 𝑦 = 𝑥의 교점의 𝑥좌표는 두 식을 연립한 방정식 𝑥2 − 2(1
3

+ 𝑘)𝑥 +

𝑘 = 0의 해이다. 이 방정식의 판별식은 
𝐷
4

= (𝑘 + 1
3
)

2
− 𝑘 = (𝑘 − 1

6
)

2
+ 1

12
> 0 이므로 두 실수해 𝛼, 𝛽를 

가진다. 이 경우 두 교점은 점 Q1(𝛼, 𝛼)과 점 Q2(𝛽, 𝛽)이다. 벡터 𝑎⃗ = PQ1
 = (𝛼, 𝛼 − 1), 𝑏⃗ = PQ2

 = (𝛽, 𝛽 −

1)라고 놓으면, 제시문 【다】에 의하여 cos 𝜃 = 𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗

|𝑎|⃗ |𝑏|⃗
= 𝛼𝛽 + (𝛼 − 1)(𝛽 − 1)

√𝛼2 + (𝛼 − 1)2√𝛽2 + (𝛽 − 1)2
 이다. 두 수 𝛼, 𝛽

는 제시문 【나】에 의하여 𝛼 + 𝛽 = 2𝑘 + 2
3
, 𝛼𝛽 = 𝑘이다. 따라서 cos 𝜃의 값에 대한 위의 식을 정리하면

cos 𝜃 = 𝛼𝛽 + (𝛼 − 1)(𝛽 − 1)
√𝛼2 + (𝛼 − 1)2√𝛽2 + (𝛽 − 1)2

= 2𝛼𝛽 − 𝛼 − 𝛽 + 1
√4𝛼2𝛽2 − 2(2𝛼𝛽 − 𝛼 − 𝛽 + 1)(𝛼 + 𝛽) + 1

= 1
√(6𝑘 − 1)2 + 4

이다.

(2)

1
4 cos2 𝜃

= 9(𝑘 − 1
6
)

2
+ 1 이므로 제시문 【가】에 의하여 𝑘 = 1

6
일 때, 

1
4 cos2 𝜃

는 최솟값 1을 가진다. cos 𝜃 >

0이므로 cos 𝜃의 최댓값은 
1
2
이고 𝜃의 최솟값은 

𝜋
3

이다.

(3)

𝑘 = 1
6
일 때, 연립방정식 𝑥2 − 𝑥 + 1

6
= 0을 풀면 𝛼 = 3 +

√
3

6
, 𝛽 = 3 −

√
3

6
 (또는 𝛼 = 3 −

√
3

6
, 𝛽 = 3 +

√
3

6
)

으로 점 Q1, Q2의 좌표는 (3 +
√

3
6

, 3 +
√

3
6

), (3 −
√

3
6

, 3 −
√

3
6

) 이다.

■ 채점 기준

[단계 1]

이차함수 𝑦 = 𝑥2 + (1
3

− 2𝑘)𝑥 + 𝑘과 직선 𝑦 = 𝑥의 교점의 𝑥좌표는 두 식을 연립한 방정식 𝑥2 − 2(1
3

+ 𝑘)𝑥 + 𝑘 =

0의 해이다. 이 방정식의 판별식은 
𝐷
4

= (𝑘 + 1
3
)

2
− 𝑘 = (𝑘 − 1

6
)

2
+ 1

12
> 0이므로 두 실수해 𝛼, 𝛽를 가진다. 이 경

우 두 교점은 점 Q1(𝛼, 𝛼)과 점 Q2(𝛽, 𝛽)이다.

[단계 2]

벡터 𝑎⃗ = PQ1
 = (𝛼, 𝛼 − 1), 𝑏⃗ = PQ2

 = (𝛽, 𝛽 − 1)라고 놓으면, 제시문 【다】에 의하여 다음을 얻는다.

cos 𝜃 = 𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗

|𝑎|⃗ |𝑏|⃗
= 𝛼𝛽 + (𝛼 − 1)(𝛽 − 1)

√𝛼2 + (𝛼 − 1)2√𝛽2 + (𝛽 − 1)2

[단계 3]

두 수 𝛼, 𝛽는 𝑥2 − 2(1
3

+ 𝑘)𝑥 + 𝑘 = 0의 해이므로, 제시문 【나】에 의하여 𝛼 + 𝛽 = 2𝑘 + 2
3
, 𝛼𝛽 = 𝑘이다. cos 𝜃의 값

에 대한 위의 식을 정리하면 다음을 얻는다.

cos 𝜃 = 𝛼𝛽 + (𝛼 − 1)(𝛽 − 1)
√𝛼2 + (𝛼 − 1)2√𝛽2 + (𝛽 − 1)2

= 2𝛼𝛽 − 𝛼 − 𝛽 + 1
√4𝛼2𝛽2 − 2(2𝛼𝛽 − 𝛼 − 𝛽 + 1)(𝛼 + 𝛽) + 1

= 1
√(6𝑘 − 1)2 + 4

이때 cos 𝜃 > 0이므로 0 ≤ 𝜃 < 𝜋
2

 임을 확인할 수 있다.
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[단계 4]

1
4 cos2 𝜃

= 9(𝑘 − 1
6
)

2
+ 1 이므로 제시문 【가】에 의하여 𝑘 = 1

6
일 때, 

1
4 cos2 𝜃

는 최솟값 1을 가진다. cos 𝜃는 양수

이므로 그때의 cos 𝜃의 최댓값은 
1
2
이고 𝜃의 최솟값은 

𝜋
3

이다.

[단계 5]

𝑘 = 1
6
일 때, 연립방정식 𝑥2 − 𝑥 + 1

6
= 0을 풀면 𝛼 = 3 +

√
3

6
, 𝛽 = 3 −

√
3

6
 (또는 𝛼 = 3 −

√
3

6
, 𝛽 = 3 +

√
3

6
) 으로 점 

Q1, Q2의 좌표는 (3 +
√

3
6

, 3 +
√

3
6

), (3 −
√

3
6

, 3 −
√

3
6

) 이다.

채점 기준 배점

[1단계]부터 [5단계]까지 모든 단계의 논증이 매끄럽고 모든 소문항의 답을 정확하게 얻

은 경우
S

상

[1단계]부터 [5단계]까지 모든 단계를 작성하고 모든 소문항의 답을 얻은 경우 A

[1단계]부터 [5단계] 중 네 단계를 작성하고 2개의 소문항의 답을 얻은 경우 B

[1단계]부터 [5단계] 중 세 단계를 작성하고 1개의 소문항의 답을 얻은 경우 C중

[1단계]부터 [5단계] 중 두 단계를 작성한 경우 D

[1단계]부터 [5단계] 중에서 어느 한 단계만 작성한 경우 E
하

어느 단계의 일부분도 논증이 매끄럽게 진술하지 못한 경우, 백지인 경우 F
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문제 2

제시문

[가]  한 번의 시행에서 사건 𝐴가 일어날 확률이 𝑝로 일정할 때, 𝑛번의 독립시행에서 사건 𝐴가 일어나는 횟

수를 𝑋라고 하자. 이때 확률변수 𝑋가 가질 수 있는 값은 0, 1, 2, ⋯, 𝑛이고, 𝑋의 확률질량함수는 다음과 같고, 

이와 같은 분포를 이항분포 𝐵(𝑛, 𝑝)라 한다.

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶𝑛 𝑥𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 (단, 𝑥 = 0, 1, 2, ⋯, 𝑛, 𝑞 = 1 − 𝑝)

-『고등학교 확률과 통계』

[나]  실수 전체의 집합에서 정의된 연속확률변수 𝑋의 확률밀도함수가

𝑓(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎

𝑒− (𝑥−𝑚)2

2𝜎2

일 때, 𝑋의 확률분포를 정규분포라고 한다. 여기서 𝑚과 𝜎(𝜎 > 0)는 각각 연속확률변수 𝑋의 평균과 표준편

차를 나타내는 상수이고, 𝑒는 값이 2.71828⋯인 무리수이다. 또한, 𝑍 = 𝑋 − 𝑚
𝜎

는 표준정규분포를 따른다.

-『고등학교 확률과 통계』

[다]  확률변수 𝑍가 표준정규분포를 따를 때 P(0 ≤ 𝑍 ≤ 𝑧)의 값을 소수점 이하 셋째 자리에서 반올림한 값

은 다음과 같다.

𝑧 P(0 ≤ 𝑍 ≤ 𝑧) 𝑧 P(0 ≤ 𝑍 ≤ 𝑧)

0.13 0.05 0.58 0.22

0.25 0.10 0.84 0.30

0.39 0.15 1.28 0.40

0.52 0.20 1.55 0.44

-『고등학교 확률과 통계』

[문제2] 체질량지수(kg/m2)는 체중을 키의 제곱으로 나눈 값으로 비만의 정도를 나타내는 지표이다. 체질량지수

가 23 이상에서 25 미만이면 과체중, 25 이상이면 비만으로 판정한다. 어느 고등학교 학생들의 체질량지수는 정규

분포를 따른다고 한다. 과체중 또는 비만일 확률은 1
2  미만인 것으로 알려져 있다. 임의로 3명을 뽑았을 때 과체중

이 1명일 확률이 0.753이고, 임의로 3명을 뽑았을 때 비만이 1명일 확률은 48
125이라면 체질량지수가 23 초과 27 이

하일 확률을 제시문을 이용하여 구하시오.

(지문 속 단어 ‘과체중’, ‘비만’을 문제 출제 의도와 같이 수정하였음. 실제 2025학년도 논술고사에서는 문제 오류로 인해 응시

자 전원 정답 처리 한 문제임.)
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■ 예시 답안

체질량지수 𝑋는 평균과 분산이 각각 𝑚, 𝜎2인 정규분포를 따른다. 과체중일 확률은 𝑝1 = 𝑃(23 ≤ 𝑋 < 25)이
고 비만일 확률은 𝑝2 = 𝑃(𝑋 ≥ 25)라 하자.

임의로 3명을 뽑았을 때 과체중인 사람의 수 𝑌1은 이항분포 𝐵(3, 𝑝1)를 따르고 1명만이 과체중일 확률은 

𝑃(𝑌1 = 1) = C3 1𝑝1(1 − 𝑝1)
2 = 3𝑝1(1 − 𝑝1)

2 = 0.753 = 3 × 1
4

× (3
4
)

2
이므로 𝑝1은 

1
4
, 

7 ±
√

13
8

이 되는 것을 

알 수 있다.

임의로 3명을 뽑았을 때 비만인 사람 수 𝑌2는 이항분포 𝐵(3, 𝑝2)를 따르고 1명만이 비만일 확률은 𝑃(𝑌2 = 1) =

C3 1𝑝2(1 − 𝑝2)
2 = 3𝑝2(1 − 𝑝2)

2 = 48
125

= 3 × 1
5

× (4
5
)

2

이므로 𝑝2는 
1
5
, 

9 ±
√

17
10

이 되는 것을 알 수 있다.

𝑝1, 𝑝2는 모두 0과 1사이의 값이며, 과체중 또는 비만의 확률이 
1
2
미만이므로 𝑝1 + 𝑝2 < 1

2
를 만족해야 한다. 

따라서 
1
4

= 𝑝1 = 𝑃(23 ≤ 𝑋 < 25), 1
5

= 𝑝2 = 𝑃(𝑋 ≥ 25)이 된다.

23 이상일 확률은 𝑃(𝑋 ≥ 23) = 𝑃(23 ≤ 𝑋 < 25) + 𝑃(𝑋 ≥ 25) = 9
20

으로 
1
2
보다 작으므로 

9
20

= 1
2

− 𝑃(0 ≤

𝑍 ≤ 23 − 𝑚
𝜎

), 
1
5

= 1
2

− 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 25 − 𝑚
𝜎

)을 확인할 수 있다.

표준정규분포표를 이용하면 
25 − 𝑚

𝜎
= 0.84, 

23 − 𝑚
𝜎

= 0.13이 되어 분산은 𝜎2 = ( 2
0.71

)
2
이 된다.

체질량지수가 23 초과 27 이하일 확률은 표준정규분포를 따르는 확률변수 𝑍가 
23 − 𝑚

𝜎
= 0.13에서 

27 − 𝑚
𝜎

=

25 − 𝑚
𝜎

+ 2
𝜎

= 0.84 + 0.71 = 1.55 사이일 확률과 같으므로 다음과 같이 구한다.

𝑃(23 < 𝑋 ≤ 27) = 𝑃(0.13 < 𝑍 ≤ 1.55) = 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1.55) − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.13) = 0.44 − 0.05 = 0.39

■ 채점 기준

[1 단계]

체질량지수 𝑋의 분포는 정규분포이고, 과체중일 확률은 𝑝1 = 𝑃(23 ≤ 𝑋 < 25), 비만일 확률은 𝑝2 = 𝑃(𝑋 ≥ 25)로 

한다.

[2 단계]

3명 중 과체중인 사람 수 𝑌1은 𝐵(3, 𝑝1)이므로 3명 중 1명의 확률이 0.753이라는 조건에 의해 다음 식을 구할 수 있다.

𝑃(𝑌1 = 1) = C3 1𝑝1(1 − 𝑝1)
2 = 3𝑝1(1 − 𝑝1)

2 = 0.753 = 3 × 1
4

× (3
4
)

2

이 식을 만족하는 𝑝1은 
1
4
, 

7 ±
√

13
8

이 됨을 알 수 있다.

[3 단계]

3명 중 비만인 사람 수 𝑌2는 𝐵(3, 𝑝2)이므로 3명 중 1명의 확률이 
48
125

이라는 조건에 의해 다음 식을 구할 수 있다.

𝑃(𝑌2 = 1) = C3 1𝑝2(1 − 𝑝2)
2 = 3𝑝2(1 − 𝑝2)

2 = 48
125

= 3 × 1
5

× (4
5
)

2

이 식을 만족하는 𝑝2는 
1
5
, 

9 ±
√

17
10

이 됨을 알 수 있다.

[4 단계]
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𝑝1, 𝑝2는 확률이므로 0에서 1사이의 값이고, 과체중 또는 비만의 확률이 
1
2
미만이므로 𝑝1 + 𝑝2 < 1

2
를 만족해야 하므

로 𝑝1 = 1
4
, 𝑝2 = 1

5
이 된다.

[5 단계]
1
4

= 𝑝1 = 𝑃(23 ≤ 𝑋 < 25), 1
5

= 𝑝2 = 𝑃(𝑋 ≥ 25)로부터 𝑃(𝑋 ≥ 23) = 𝑃(23 ≤ 𝑋 < 25) + 𝑃(𝑋 ≥ 25) = 9
20

를 확인

할 수 있다. 따라서 
1
5

= 1
2

− 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 25 − 𝑚
𝜎

), 
9
20

= 1
2

− 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 23 − 𝑚
𝜎

)이 되므로 표준정규분포표를 이

용하면 
25 − 𝑚

𝜎
= 0.84, 

23 − 𝑚
𝜎

= 0.13이 된다.

[6 단계]

27을 표준화하면 
27 − 𝑚

𝜎
= 25 − 𝑚

𝜎
+ 2

𝜎
= 0.84 + 0.71 = 1.55가 되므로 체질량지수가 23초과 27이하일 확률 

𝑃(23 < 𝑋 ≤ 27) = 𝑃(0.13 < 𝑍 ≤ 1.55) = 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1.55) − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.13) = 0.44 − 0.05 = 0.39가 된다.

하위문항 채점 기준 배점

[1단계]부터 [6단계]까지 모든 단계를 논증이 매끄럽게 작성한 경우 S

[1단계]부터 [6단계]까지 모두 작성하고 다섯 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 A

[1단계]부터 [6단계] 중 다섯 단계를 작성하고 네 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 B

[1단계]부터 [6단계] 중 네 단계를 작성하고 세 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 C

[1단계]부터 [6단계] 중 세 단계를 작성하고 두 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 D

[1단계]부터 [6단계] 중 두 단계를 작성하고 한 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 E

어느 단계의 일부분도 논증이 매끄럽게 진술하지 못한 경우, 백지인 경우 F
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문제 3

※ 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제시문

[가]  함수 𝑓(𝑥)가 닫힌구간 [𝑎, 𝑏]에서 연속이고 𝑓(𝑥) ≥ 0일 때, 정적분

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

는 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥)와 𝑥축 및 두 직선 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏로 둘러싸인 도형의 넓이와 같다.

-『고등학교 수학Ⅱ』

[나]  함수 𝑦 = 𝑥𝑟(𝑟은 실수)의 부정적분은

1) 𝑟 ≠ −1 일 때, ∫ 𝑥𝑟𝑑𝑥 = 1
𝑟 + 1

𝑥𝑟+1 + 𝐶

2) 𝑟 = −1 일 때, ∫ 𝑥−1𝑑𝑥 = ln|𝑥| + 𝐶

-『고등학교 미적분』

[다]  함수 𝑓(𝑥)가 닫힌구간 [𝑎, 𝑏]에서 연속일 때,

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim

𝑛→∞
∑

𝑛

𝑘=1
𝑓(𝑥𝑘)Δ𝑥 (단, Δ𝑥 = 𝑏 − 𝑎

𝑛
, 𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘Δ𝑥)

-『고등학교 미적분』

[문제3] 실수 𝛼, 𝛽는 
𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽
= 20𝑛, 𝛼 + 𝛽 = 9𝑛, 𝛼 > 𝛽 > 0을 만족한다. 두 곡선 𝑦 = (𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)와 𝑦 =

3𝛼𝛽(𝛼 − 𝛽)
5𝑥

로 둘러싸인 도형의 넓이를 𝑆𝑛이라 하자.

(단, 𝑛은 자연수)

(1) 두 곡선의 교점의 𝑥좌표를 𝑛을 이용하여 나타내시오.

(2) 교점을 꼭짓점으로 하는 다각형의 넓이를 𝐴𝑛이라 할 때, 𝐴𝑛을 구하시오.

(3) 𝑆𝑛을 구하시오.

(4) lim
𝑛→∞

1
𝑛7 ∑

𝑛

𝑘=1
𝑆𝑘𝐴2𝑘를 구하시오.
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■ 예시 답안

(1)

주어진 조건으로부터 (𝛼 − 𝛽)2 = (𝛼 + 𝛽)2 − 4𝛼𝛽 = 81𝑛2 − 80𝑛(𝛼 − 𝛽)이고 (𝛼 − 𝛽)2 + 80𝑛(𝛼 − 𝛽) −
81𝑛2 = 0을 만족한다. 𝛼 − 𝛽 > 0이므로 만족하는 해는 𝛼 − 𝛽 = 𝑛이고 곡선은 𝑦 = 𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2, 𝑦 =
12𝑛3

𝑥
이다.

두 곡선의 교점을 찾기 위하여 𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2 = 12𝑛3

𝑥
라 두자. 식을 정리하면 𝑥3 − 9𝑛𝑥2 + 20𝑛2𝑥 = 12𝑛3

이 되고 인수분해 하면 (𝑥 − 𝑛)(𝑥 − 2𝑛)(𝑥 − 6𝑛) = 0이다.

따라서, 𝑥 = 𝑛 또는 𝑥 = 2𝑛 또는 𝑥 = 6𝑛이다.

(2)

교점은 (𝑛, 12𝑛2), (2𝑛, 6𝑛2), (6𝑛, 2𝑛2)이며 두 점 (𝑛, 12𝑛2), (6𝑛, 2𝑛2)을 지나는 직선의 방정식은 𝑦 =

−2𝑛𝑥 + 14𝑛2이다. 점 (2𝑛, 6𝑛2)에서 직선까지 거리는 𝑑 =
|2𝑛(2𝑛) + 1(6𝑛2) − 14𝑛2|

√(2𝑛)2 + 12
= 4𝑛2

√
4𝑛2 + 1

, 두 점 

(𝑛, 12𝑛2), (6𝑛, 2𝑛2)사이의 거리는 ℎ = 5𝑛
√

1 + 4𝑛2이다. 그러므로 세 점을 꼭짓점으로 하는 삼각형의 넓이 

𝐴𝑛 = 𝑑ℎ
2

= 10𝑛3 이다.

(3)

위의 결과로부터, 두 곡선으로 둘러싸인 도형의 넓이 𝑆𝑛은 다음과 같다.

𝑆𝑛 = ∫
6𝑛

𝑛
|𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2 − 12𝑛3

𝑥
|𝑑𝑥

= ∫
2𝑛

𝑛
(𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2 − 12𝑛3

𝑥
)𝑑𝑥 − ∫

6𝑛

2𝑛
(𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2 − 12𝑛3

𝑥
)𝑑𝑥

= [𝑥3

3
]

2𝑛

𝑛

− 9𝑛[𝑥2

2
]

2𝑛

𝑛

+ 20𝑛2[𝑥]2𝑛
𝑛 − 12𝑛3[ln|𝑥|]2𝑛

𝑛 − [𝑥3

3
]

6𝑛

2𝑛

+ 9𝑛[𝑥2

2
]

6𝑛

2𝑛

− 20𝑛2[𝑥]6𝑛
2𝑛 + 12𝑛3[ln|𝑥|]6𝑛

2𝑛

= 7
3
𝑛3 − 27

2
𝑛3 + 20𝑛3 − 12𝑛3 ln 2 − 208

3
𝑛3 + 144𝑛3 − 80𝑛3 + 12𝑛3 ln 3

식을 정리 하면 𝑆𝑛 = 7
2
𝑛3 + 12𝑛3 ln 3

2
= (7

2
+ 12 ln 3

2
)𝑛3이다.

(4)

제시문 【다】에 의하여

lim
𝑛→∞

1
𝑛7 ∑

𝑛

𝑘=1
𝑆𝑘𝐴2𝑘 = 10(7

2
+ 12 ln 3

2
) lim

𝑛→∞
∑

𝑛

𝑘=1
(𝑘

𝑛
)

3

(2𝑘
2𝑛

)
3 23

𝑛

= 80(7
2

+ 12 ln 3
2
) ∫

1

0
𝑥6𝑑𝑥 = 80

7
(7

2
+ 12 ln 3

2
) = 40 + 960

7
ln 3

2

이다.

25



동국대논술 · 자연계열 2025학년도

■ 채점 기준

[1단계]

주어진 조건으로부터 (𝛼 − 𝛽)2 = (𝛼 + 𝛽)2 − 4𝛼𝛽 = 81𝑛2 − 80𝑛(𝛼 − 𝛽)이고 (𝛼 − 𝛽)2 + 80𝑛(𝛼 − 𝛽) − 81𝑛2 = 0을 

만족한다. 𝛼 − 𝛽 > 0이므로 만족하는 해는 𝛼 − 𝛽 = 𝑛이고 곡선은 𝑦 = 𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2, 𝑦 = 12𝑛3

𝑥
이다.

[2단계]

두 곡선의 교점을 찾기 위하여 𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2 = 12𝑛3

𝑥
라 두자. 식을 정리하면 𝑥3 − 9𝑛𝑥2 + 20𝑛2𝑥 = 12𝑛3이 되고 

인수분해 하면 (𝑥 − 𝑛)(𝑥 − 2𝑛)(𝑥 − 6𝑛) = 0이다.

따라서, 𝑥 = 𝑛 또는 𝑥 = 2𝑛 또는 𝑥 = 6𝑛이다.

[3단계]

교점은 (𝑛, 12𝑛2), (2𝑛, 6𝑛2), (6𝑛, 2𝑛2)이며 두 점 (𝑛, 12𝑛2), (6𝑛, 2𝑛2)을 지나는 직선의 방정식은 𝑦 = −2𝑛𝑥 + 14𝑛2이

다. 점 (2𝑛, 6𝑛2)에서 직선까지 거리는 𝑑 =
|2𝑛(2𝑛) + 1(6𝑛2) − 14𝑛2|

√(2𝑛)2 + 12
= 4𝑛2

√
4𝑛2 + 1

, 두 점 (𝑛, 12𝑛2), (6𝑛, 2𝑛2)사이의 

거리는 ℎ = 5𝑛
√

1 + 4𝑛2이다. 그러므로 세 점을 꼭짓점으로 하는 삼각형의 넓이는 𝐴𝑛 = 𝑑ℎ
2

= 10𝑛3 이다.

[4단계]

위의 결과로부터, 두 곡선으로 둘러싸인 도형의 넓이 𝑆𝑛은 다음과 같다.

𝑆𝑛 = ∫
6𝑛

𝑛
|𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2 − 12𝑛3

𝑥
|𝑑𝑥

= ∫
2𝑛

𝑛
(𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2 − 12𝑛3

𝑥
)𝑑𝑥 − ∫

6𝑛

2𝑛
(𝑥2 − 9𝑛𝑥 + 20𝑛2 − 12𝑛3

𝑥
)𝑑𝑥

= [𝑥3

3
]

2𝑛

𝑛

− 9𝑛[𝑥2

2
]

2𝑛

𝑛

+ 20𝑛2[𝑥]2𝑛
𝑛 − 12𝑛3[ln|𝑥|]2𝑛

𝑛 − [𝑥3

3
]

6𝑛

2𝑛

+ 9𝑛[𝑥2

2
]

6𝑛

2𝑛

− 20𝑛2[𝑥]6𝑛
2𝑛 + 12𝑛3[ln|𝑥|]6𝑛

2𝑛

= 7
3
𝑛3 − 27

2
𝑛3 + 20𝑛3 − 12𝑛3 ln 2 − 208

3
𝑛3 + 144𝑛3 − 80𝑛3 + 12𝑛3 ln 3

식을 정리 하면 𝑆𝑛 = 7
2
𝑛3 + 12𝑛3 ln 3

2
= (7

2
+ 12 ln 3

2
)𝑛3이다.

[5단계]

제시문 【다】에 의하여

lim
𝑛→∞

1
𝑛7 ∑

𝑛

𝑘=1
𝑆𝑘𝐴2𝑘 = 10(7

2
+ 12 ln 3

2
) lim

𝑛→∞
∑

𝑛

𝑘=1
(𝑘

𝑛
)

3

(2𝑘
2𝑛

)
3 23

𝑛

= 80(7
2

+ 12 ln 3
2
) ∫

1

0
𝑥6𝑑𝑥 = 80

7
(7

2
+ 12 ln 3

2
) = 40 + 960

7
ln 3

2

채점 기준 배점

[1단계]부터 [5단계]까지 모든 단계의 논증이 매끄럽고 모든 소문항의 답을 정확하게 얻

은 경우
S

상

[1단계]부터 [5단계]까지 모든 단계를 작성하고 모든 소문항의 답을 얻은 경우 A

[1단계]부터 [5단계] 중 네 단계를 작성하고 3개의 소문항의 답을 얻은 경우 B

[1단계]부터 [5단계] 중 세 단계를 작성하고 2개의 소문항의 답을 얻은 경우 C중

[1단계]부터 [5단계] 중 세 단계를 작성하고 1개의 소문항의 답을 얻은 경우 D

[1단계]부터 [5단계] 중에서 어느 한 단계만 작성한 경우 E
하

어느 단계의 일부분도 논증이 매끄럽게 진술하지 못한 경우, 백지인 경우 F

26



동국대논술 · 자연계열 2024학년도

2024학년도 자연계열 (수학)

문제 1

제시문

[가] 두 초점 F(𝑐, 0), F′(−𝑐, 0)으로부터의 거리의 합이 2𝑎인 타원의 방정식은

𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1 (단, 𝑎 > 𝑐 > 0,  𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2)

이다. 타원 
𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1을 𝑥축의 방향으로 𝑚만큼, 𝑦축의 방향으로 𝑛만큼 평행이동하면 타원의 방정식은

(𝑥 − 𝑚)2

𝑎2 + (𝑦 − 𝑛)2

𝑏2 = 1

이다. 이때 타원의 초점, 꼭짓점은 각각 다음과 같다.

타원의 방정식

𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1

𝑥축의 방향으로 𝑚만큼,

𝑦축의 방향으로 𝑛만큼

평행이동

⇨

타원의 방정식

(𝑥 − 𝑚)2

𝑎2 + (𝑦 − 𝑛)2

𝑏2 = 1

(𝑐, 0), (−𝑐, 0) 초점의 좌표 (𝑐 + 𝑚, 𝑛), (−𝑐 + 𝑚, 𝑛)

(𝑎, 0), (−𝑎, 0),
(0, 𝑏), (0, −𝑏)

꼭짓점의 좌표
(𝑎 + 𝑚, 𝑛), (−𝑎 + 𝑚, 𝑛),
(𝑚, 𝑏 + 𝑛), (𝑚, −𝑏 + 𝑛)

-『고등학교 기하』

[나] 초점이 F(𝑝, 0)이고 준선이 𝑥 = −𝑝인 포물선 𝑦2 = 4𝑝𝑥를 𝑥축의 방향으로 𝑚만큼, 𝑦축의 방향으로 𝑛만

큼 평행이동한 포물선의 방정식은 다음과 같다.

(𝑦 − 𝑛)2 = 4𝑝(𝑥 − 𝑚)

이때 포물선의 초점의 좌표는 (𝑝 + 𝑚, 𝑛), 준선의 방정식은 𝑥 = −𝑝 + 𝑚이다.

-『고등학교 기하』

[다] 두 초점 F(𝑐, 0), F′(−𝑐, 0)으로부터의 거리의 차가 2𝑎인 쌍곡선의 방정식은 
𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1 (단, 𝑐 > 𝑎 >

0, 𝑏2 = 𝑐2 − 𝑎2)이다. 쌍곡선 
𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1을 𝑥축의 방향으로 𝑚만큼, 𝑦축의 방향으로 𝑛만큼 평행이동하면 

쌍곡선의 방정식은

(𝑥 − 𝑚)2

𝑎2 − (𝑦 − 𝑛)2

𝑏2 = 1

이다. 이때 중심, 꼭짓점, 초점, 점근선은 각각 다음과 같다.
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쌍곡선의 방정식

𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1

𝑥축의 방향으로 𝑚만큼,

𝑦축의 방향으로 𝑛만큼

평행이동

⇨

쌍곡선의 방정식

(𝑥 − 𝑚)2

𝑎2 − (𝑦 − 𝑛)2

𝑏2 = 1

(0, 0) 중심의 좌표 (𝑚, 𝑛)

(𝑎, 0), (−𝑎, 0) 꼭짓점의 좌표 (𝑎 + 𝑚, 𝑛), (−𝑎 + 𝑚, 𝑛)

(𝑐, 0), (−𝑐, 0) 초점의 좌표 (𝑐 + 𝑚, 𝑛), (−𝑐 + 𝑚, 𝑛)

𝑦 = ±𝑏
𝑎
𝑥 점근선의 방정식 𝑦 − 𝑛 = ±𝑏

𝑎
(𝑥 − 𝑚)

-『고등학교 기하』

[문제1] 다음 방정식에 대하여 물음에 답하시오. (단, 𝑘는 실수이다.)

𝑥2 + 𝑦2 = (𝑘𝑥 + 1)2

(1) 𝑘 = 0이면 주어진 방정식은 원의 방정식이다. 이 원의 중심과 반지름을 각각 구하시오.

(2) 𝑘 = 1
2

이면 주어진 방정식은 타원의 방정식이다. 이 타원의 초점의 좌표와 꼭짓점의 좌표를 각각 구하시오.

(3) 𝑘 = 1이면 주어진 방정식은 포물선의 방정식이다. 이 포물선의 초점의 좌표와 준선의 방정식을 각각 구하시오.

(4) 𝑘 = 2이면 주어진 방정식은 쌍곡선의 방정식이다. 이 쌍곡선의 초점의 좌표와 점근선의 방정식을 각각 구하시오.
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■ 예시 답안

(1)

𝑘 = 0이면 주어진 방정식은 𝑥2 + 𝑦2 = 1 이므로 중심이 (0, 0)이고, 반지름이 1인 원이다.

(2)

𝑘 = 1
2
이면 주어진 방정식은 𝑥2 + 𝑦2 = (1

2
𝑥 + 1)

2
 이므로

3
4
𝑥2 − 𝑥 + 𝑦2 = 1,  3

4
(𝑥 − 2

3
)

2
+ 𝑦2 = 4

3
,  

(𝑥 − 2
3
)

2

16
9

+ 𝑦2

4
3

= 1

이다. 따라서, 𝑘 = 1
2
이면 주어진 방정식은 타원 

𝑥2

16
9

+ 𝑦2

4
3

= 1 을 𝑥축의 양의 방향으로 
2
3
만큼 평행이동한 타원

의 방정식이 된다. 제시문 【가】에서 𝑎 = 4
3
, 𝑏 = 2

√
3

3
, 𝑐 =

√
𝑎2 − 𝑏2 = 2

3
 이므로 초점의 좌표는 (4

3
, 0), (0, 0)

이고, 꼭짓점의 좌표는 (2, 0), (−2
3
, 0), (2

3
, 2

√
3

3
), (2

3
, −2

√
3

3
)이 된다.

(3)

𝑘 = 1이면 주어진 방정식은 𝑥2 + 𝑦2 = (𝑥 + 1)2 이므로

𝑦2 = 2𝑥 + 1 = 2(𝑥 + 1
2
)

이다. 따라서, 𝑘 = 1이면 주어진 방정식은 포물선 𝑦2 = 2𝑥을 𝑥축의 방향으로 −1
2
만큼 평행이동한 포물선이 

된다. 제시문 【나】에서 𝑝 = 1
2
가 되므로 초점의 좌표는 (0, 0)이고 준선의 방정식은 𝑥 = −1이다.

(4)

𝑘 = 2 이면 주어진 방정식은 𝑥2 + 𝑦2 = (2𝑥 + 1)2 이므로

3𝑥2 + 4𝑥 − 𝑦2 = −1,  3(𝑥 + 2
3
)

2
− 𝑦2 = 1

3
,  

(𝑥 + 2
3
)

2

1
9

− 𝑦2

1
3

= 1

이다. 따라서, 𝑘 = 2이면 주어진 방정식은 쌍곡선 
𝑥2

1
9

− 𝑦2

1
3

= 1 을 𝑥축의 방향으로 −2
3
만큼 평행이동한 쌍곡

선이 된다. 제시문 【다】에서 𝑎 = 1
3
, 𝑏 =

√
3

3
, 𝑐 =

√
𝑎2 + 𝑏2 = 2

3
이므로, 초점의 좌표는 (0, 0), (−4

3
, 0)이고 

점근선의 방정식은 𝑦 = ±
√

3(𝑥 + 2
3
)이다.

■ 채점 기준

(1단계) 𝑘 = 0이면 주어진 방정식은 𝑥2 + 𝑦2 = 1 이므로 중심이 (0, 0)이고, 반지름이 1인 원이다.

(2단계) 𝑘 = 1
2
이면 주어진 방정식은 𝑥2 + 𝑦2 = (1

2
𝑥 + 1)

2
 이므로

3
4
𝑥2 − 𝑥 + 𝑦2 = 1,  3

4
(𝑥 − 2

3
)

2
+ 𝑦2 = 4

3
,  

(𝑥 − 2
3
)

2

16
9

+ 𝑦2

4
3

= 1
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이다. 따라서, 𝑘 = 1
2
이면 주어진 방정식은 타원 

𝑥2

16
9

+ 𝑦2

4
3

= 1 을 𝑥축의 양의 방향으로 
2
3
만큼 평행이동한 타원

의 방정식이 된다. 제시문 【가】에서 𝑎 = 4
3
, 𝑏 = 2

√
3

3
, 𝑐 =

√
𝑎2 − 𝑏2 = 2

3
 이므로 초점의 좌표는 (4

3
, 0), (0, 0)

이고, 꼭짓점의 좌표는 (2, 0), (−2
3
, 0), (2

3
, 2

√
3

3
), (2

3
, −2

√
3

3
)이 된다.

(3단계) 𝑘 = 1이면 주어진 방정식은 𝑥2 + 𝑦2 = (𝑥 + 1)2 이므로

𝑦2 = 2𝑥 + 1 = 2(𝑥 + 1
2
)

이다. 따라서, 𝑘 = 1이면 주어진 방정식은 포물선 𝑦2 = 2𝑥을 𝑥축의 방향으로 −1
2
만큼 평행이동한 포물선이 

된다. 제시문 【나】에서 𝑝 = 1
2
가 되므로 초점의 좌표는 (0, 0)이고 준선의 방정식은 𝑥 = −1이다.

(4단계) 𝑘 = 2 이면 주어진 방정식은 𝑥2 + 𝑦2 = (2𝑥 + 1)2 이므로

3𝑥2 + 4𝑥 − 𝑦2 = −1,  3(𝑥 + 2
3
)

2
− 𝑦2 = 1

3
,  

(𝑥 + 2
3
)

2

1
9

− 𝑦2

1
3

= 1

이다. 따라서, 𝑘 = 2이면 주어진 방정식은 쌍곡선 
𝑥2

1
9

− 𝑦2

1
3

= 1 을 𝑥축의 방향으로 −2
3
만큼 평행이동한 쌍곡

선이 된다. 제시문 【다】에서 𝑎 = 1
3
, 𝑏 =

√
3

3
, 𝑐 =

√
𝑎2 + 𝑏2 = 2

3
이므로, 초점의 좌표는 (0, 0), (−4

3
, 0)이고 

점근선의 방정식은 𝑦 = ±
√

3(𝑥 + 2
3
)이다.

채점 기준 배점

[1단계]부터 [4단계]까지 모든 단계를 논증이 매끄럽게 작성한 경우 S
상

[1단계]부터 [4단계]까지 모두 작성하고 세 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 A

[1단계]부터 [4단계]까지 모두 작성하고 두 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 B

[1단계]부터 [4단계]중 세 단계를 작성하고 두 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 C중

[1단계]부터 [4단계]중 두 단계를 작성하고 한 단계 이상 논증이 매끄러운 경우 D

[1단계]부터 [4단계] 중에서 어느 한 단계만 작성한 경우 E
하

어느 단계의 일부분도 논증이 매끄럽게 진술하지 못한 경우, 백지인 경우 F
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문제 2

※ 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제시문

[가] 코사인함수와 탄젠트함수의 덧셈정리는 각각 다음과 같다.

cos(𝛼 + 𝛽) = cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽

tan(𝛼 + 𝛽) = tan 𝛼 + tan 𝛽
1 − tan 𝛼 tan 𝛽

-『고등학교 미적분』

[나] 미분가능한 함수 𝑓(𝑥)의 역함수 𝑓−1(𝑥)가 존재하고 미분가능할 때,

𝑦 = 𝑓−1(𝑥)의 도함수는  (𝑓−1)′(𝑥) = 1
𝑓 ′(𝑓−1(𝑥))

-『고등학교 미적분』

[다] 닫힌구간 [𝑎, 𝑏]에서 연속인 함수 𝑓(𝑥)에 대하여 미분가능한 함수 𝑥 = 𝑔(𝑡)의 도함수 𝑔′(𝑡)가 𝑎 = 𝑔(𝛼), 
𝑏 = 𝑔(𝛽)일 때 𝛼, 𝛽를 포함하는 구간에서 연속이면

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫

𝛽

𝛼
𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡) d𝑡

-『고등학교 미적분』

[문제2] 함수 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 + 4𝑥 + 1의 역함수 𝑓−1(𝑥)가 존재하고 미분가능하다.

실수 𝑡에 대하여 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) 위의 점 (𝑡, 𝑓(𝑡))에서의 접선을 𝑙1, 곡선 𝑦 = 𝑓−1(𝑥) 위의 점 (𝑓(𝑡), 𝑡)에서의 접선

을 𝑙2라 하고, 𝑙1과 𝑙2가 이루는 예각의 크기를 𝜃라 할 때, 𝑔(𝑡) = tan 𝜃라고 하자. 다음 물음에 답하시오.

(1) 𝑔(𝜋
2
)의 값을 구하시오.

(2) 함수 𝑔(𝑡)의 최솟값을 구하시오.

(3)
∫

𝑓(2𝜋)

𝑓(0)
𝑔(𝑓−1(𝑥)) d𝑥의 값을 구하시오.
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■ 예시 답안

(1)

곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) 위의 점 (𝑡, 𝑓(𝑡))에서의 접선의 기울기는 𝑓 ′(𝑡) = cos 𝑡 + 4이고, 이 접선과 𝑥축의 양의 방향이 

이루는 각의 크기를 𝛼라고 하면 tan 𝛼 = 𝑓 ′(𝑡) = cos 𝑡 + 4이다. 또한 역함수 미분법에 의해 곡선 𝑦 = 𝑓−1(𝑥) 

위의 점 (𝑓(𝑡), 𝑡)에서의 접선의 기울기는 
1

𝑓 ′(𝑡)
이고, 이 접선과 𝑥축의 양의 방향이 이루는 각의 크기를 𝛽라고 

하면 tan 𝛽 = 1
𝑓 ′(𝑡)

이다.

그러므로 𝑔(𝑡) = tan 𝜃 = tan(𝛼 − 𝛽) = tan 𝛼 − tan 𝛽
1 + tan 𝛼 tan 𝛽

= (𝑓 ′(𝑡))2 − 1
2𝑓 ′(𝑡)

이다. 𝑓 ′(𝜋
2
) = 4이므로 𝑔(𝜋

2
) = 15

8
이

다.

(2)

𝑔(𝑡) = (cos 𝑡 + 4)2 − 1
2(cos 𝑡 + 4)

에서 cos 𝑡 + 4 = 𝑠 (3 ≤ 𝑠 ≤ 5)로 치환하면 𝑔(𝑡)의 최솟값은 ℎ(𝑠) = 𝑠2 − 1
2𝑠

 (3 ≤ 𝑠 ≤ 5)

의 최솟값과 같다. ℎ′(𝑠) = 1 + 𝑠2

2𝑠2 > 0이므로 ℎ(𝑠)는 구간 [3, 5]에서 증가함수이고 𝑠 = 3일 때, 함수 𝑔(𝑡)의 최

솟값은 ℎ(3) = 4
3
이다.

(3)

𝑥 = 𝑓(𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋)와 제시문 【다】를 이용하면

∫
𝑓(2𝜋)

𝑓(0)
𝑔(𝑓−1(𝑥)) d𝑥 = ∫

2𝜋

0
𝑔(𝑡)𝑓 ′(𝑡) d𝑡

이다. 그런데 𝑔(𝑡) = (𝑓 ′(𝑡))2 − 1
2𝑓 ′(𝑡)

이고 𝑓 ′(𝑡) = cos 𝑡 + 4이므로

∫
𝑓(2𝜋)

𝑓(0)
𝑔(𝑓−1(𝑥)) d𝑥 = ∫

2𝜋

0

1
2
((cos 𝑡 + 4)2 − 1) d𝑡 = 1

2
∫

2𝜋

0
(cos2 𝑡 + 8 cos 𝑡 + 15) d𝑡 이고

∫
2𝜋

0
cos2 𝑡 d𝑡 = ∫

2𝜋

0

cos 2𝑡 + 1
2

d𝑡 = [sin 2𝑡
4

+ 𝑡
2
]

2𝜋

0
= 𝜋,  ∫

2𝜋

0
cos 𝑡 d𝑡 = [sin 𝑡]2𝜋

0 = 0이다.

따라서 ∫
𝑓(2𝜋)

𝑓(0)
𝑔(𝑓−1(𝑥)) d𝑥 = 1

2
∫

2𝜋

0
(cos2 𝑡 + 8 cos 𝑡 + 15) d𝑡 = 31𝜋

2
이다.

■ 채점 기준

[1단계] 곡선 𝑦 = 𝑓(𝑥) 위의 점 (𝑡, 𝑓(𝑡))에서의 접선의 기울기는 𝑓 ′(𝑡) = cos 𝑡 + 4이고, 이 접선과 𝑥축의 양의 

방향이 이루는 각의 크기를 𝛼라고 하면 tan 𝛼 = 𝑓 ′(𝑡) = cos 𝑡 + 4이다. 또한 역함수 미분법에 의해 곡선 𝑦 =

𝑓−1(𝑥) 위의 점 (𝑓(𝑡), 𝑡)에서의 접선의 기울기는 
1

𝑓 ′(𝑡)
이고, 이 접선과 𝑥축의 양의 방향이 이루는 각의 크기를 

𝛽라고 하면 tan 𝛽 = 1
𝑓 ′(𝑡)

이다.

[2단계] 그러므로 𝑔(𝑡) = tan 𝜃 = tan(𝛼 − 𝛽) = tan 𝛼 − tan 𝛽
1 + tan 𝛼 tan 𝛽

= (𝑓 ′(𝑡))2 − 1
2𝑓 ′(𝑡)

이다.

𝑓 ′(𝜋
2
) = 4이므로 𝑔(𝜋

2
) = 15

8
이다.

[3단계] 𝑔(𝑡) = (cos 𝑡 + 4)2 − 1
2(cos 𝑡 + 4)

에서 cos 𝑡 + 4 = 𝑠 (3 ≤ 𝑠 ≤ 5)로 치환하면 𝑔(𝑡)의 최솟값은 ℎ(𝑠) = 𝑠2 − 1
2𝑠

 (3 ≤

𝑠 ≤ 5)의 최솟값과 같다. ℎ′(𝑠) = 1 + 𝑠2

2𝑠2 > 0이므로 ℎ(𝑠)는 구간 [3, 5]에서 증가함수이다.

32



동국대논술 · 자연계열 2024학년도

[4단계] 𝑠 = 3일 때, 함수 𝑔(𝑡)의 최솟값은 ℎ(3) = 4
3
이다.

[5단계] 𝑥 = 𝑓(𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋)와 제시문 【다】를 이용하면

∫
𝑓(2𝜋)

𝑓(0)
𝑔(𝑓−1(𝑥)) d𝑥 = ∫

2𝜋

0
𝑔(𝑡)𝑓 ′(𝑡) d𝑡

[6단계] 그런데 𝑔(𝑡) = (𝑓 ′(𝑡))2 − 1
2𝑓 ′(𝑡)

이고 𝑓 ′(𝑡) = cos 𝑡 + 4이므로

∫
𝑓(2𝜋)

𝑓(0)
𝑔(𝑓−1(𝑥)) d𝑥 = ∫

2𝜋

0

1
2
((cos 𝑡 + 4)2 − 1) d𝑡 = 1

2
∫

2𝜋

0
(cos2 𝑡 + 8 cos 𝑡 + 15) d𝑡 이고

∫
2𝜋

0
cos2 𝑡 d𝑡 = ∫

2𝜋

0

cos 2𝑡 + 1
2

d𝑡 = [sin 2𝑡
4

+ 𝑡
2
]

2𝜋

0
= 𝜋,  ∫

2𝜋

0
cos 𝑡 d𝑡 = [sin 𝑡]2𝜋

0 = 0이다.

따라서 ∫
𝑓(2𝜋)

𝑓(0)
𝑔(𝑓−1(𝑥)) d𝑥 = 1

2
∫

2𝜋

0
(cos2 𝑡 + 8 cos 𝑡 + 15) d𝑡 = 31𝜋

2
이다.

채점 기준 배점

[1단계]부터 [6단계]까지 모든 단계의 논증을 매끄럽게 작성한 경우 S
상

[1단계]부터 [6단계]까지 5 단계만의 논증을 매끄럽게 작성한 경우 A

[1단계]부터 [6단계]까지 4 단계만의 논증을 매끄럽게 작성한 경우 B

[1단계]부터 [6단계]까지 3 단계만의 논증을 매끄럽게 작성한 경우 C중

[1단계]부터 [6단계]까지 2 단계만의 논증을 매끄럽게 작성한 경우 D

[1단계]부터 [6단계]까지 1 단계만의 논증을 매끄럽게 작성한 경우 E
하

어느 단계의 일부분도 논증이 매끄럽게 진술하지 못한 경우, 백지인 경우 F
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문제 3

※ 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제시문

[가] 좌표평면 위를 움직이는 점 P의 시각 𝑡에서의 위치 (𝑥, 𝑦)가 𝑥 = 𝑓(𝑡), 𝑦 = 𝑔(𝑡)일 때, 점 P의 시각 𝑡에서

의 속도는 (d𝑥
d𝑡

, d𝑦
d𝑡

), 즉 (𝑓 ′(𝑡), 𝑔′(𝑡))이고, 속도의 크기 또는 속력은 √{𝑓 ′(𝑡)}2 + {𝑔′(𝑡)}2이다.

-『고등학교 미적분』

[나] 함수 𝑓(𝑥)가 닫힌구간 [𝑎, 𝑏]에서 연속이면 함수 𝑓(𝑥)는 이 구간에서 반드시 최댓값과 최솟값을 가진다.

-『고등학교 수학 Ⅱ』

[다] 𝑡의 함수 𝑠가 방정식 𝑓(𝑡, 𝑠) = 0의 꼴로 주어졌을 때, 이를 𝑠의 𝑡에 대한 음함수 표현이라고 한다. 음함

수 표현 𝑓(𝑡, 𝑠) = 0에서 𝑠를 𝑡의 함수로 보고, 양변의 각 항을 𝑡에 대하여 미분하여 
d𝑠
d𝑡

를 구할 수 있다.

-『고등학교 미적분』

[문제3] 그림과 같이 좌표평면 위에 중심이 원점 O이고 반지름의 길이가 1인 원과 𝑥축 위의 점 A(𝑎, 0)가 있다. 

(단, 2 ≤ 𝑎 ≤ 3) 점 P는 점 (1, 0)에서 출발하여, 시각 𝑡가 0 ≤ 𝑡 < 𝜋
3

일 때 ∠ POA = 𝑡를 만족하도록 원 위를 반시

계방향으로 움직인다. 점 A와 P를 잇는 직선이 원과 만나는 점 중 P가 아닌 점을 Q라 하자.

시각 𝑡 = 𝑡0일 때, 점 Q의 위치는 (0, 1)이다. 다음 물음에 답하시오.

(1) 𝑡 = 𝑡0일 때, 점 Q의 속력을 𝑎를 이용하여 나타내시오.

(2) 𝑡 = 𝑡0일 때, 점 Q의 속력이 최대가 되도록 하는 𝑎의 값과 그 때의 점 Q의 속력을 구하시오.

34



동국대논술 · 자연계열 2024학년도

■ 예시 답안

[문항(1) 풀이]

위 그림과 같이 시각 𝑡에 원점 O와 점 Q를 잇는 직선 OQ와 𝑥축의 양의 방향이 이루는 각을 𝑠(𝑡)라 하자. Q

는 원 위를 움직이므로, Q의 좌표는 (cos 𝑠(𝑡), sin 𝑠(𝑡))이고, 속력은 √(sin2 𝑠(𝑡) + cos2 𝑠(𝑡))(d𝑠
d𝑡

)
2

= |d𝑠
d𝑡

|이

다. 점 Q, P로부터 각각 𝑥축에 내린 수선의 발을 hQ, hP라 하면, ∠QAhQ = ∠PAhP이므로, tan(∠QAhQ) =
tan(∠PAhP)이고, 다음을 얻는다.

sin 𝑠(𝑡)
𝑎 − cos 𝑠(𝑡)

= sin 𝑡
𝑎 − cos 𝑡

.

이를 정리하면 (𝑎 − cos 𝑡) sin 𝑠(𝑡) − sin 𝑡(𝑎 − cos 𝑠(𝑡)) = 0이고, 음함수의 미분법에 의해

sin 𝑡 sin 𝑠(𝑡) + (𝑎 − cos 𝑡) cos 𝑠(𝑡)d𝑠
d𝑡

− cos 𝑡(𝑎 − cos 𝑠(𝑡)) − sin 𝑡 sin 𝑠(𝑡)d𝑠
d𝑡

= 0.

점 Q가 점 (0, 1)을 지날 때, 𝑠(𝑡) = 𝜋
2

이므로 sin 𝑠(𝑡) = 1, cos 𝑠(𝑡) = 0 이고, 𝑡 = 𝑡0 이므로, 이를 위 식에 대입

하고 정리하면 𝑡 = 𝑡0에서 Q의 속력은 |d𝑠
d𝑡

| = |1 − 𝑎cos 𝑡0
sin 𝑡0

|이다.

위 그림과 같이 점 Q의 위치가 (0, 1)인 상황에서 ∠ AQO = 𝛼라 하면, tan 𝛼 = 𝑎이다.

한편, 직선 OQ와 직선 OP의 길이가 같으므로 ∠ QPO = 𝛼이고, 𝑡0 + 𝜋
2

= 2𝛼가 성립한다.

따라서, 
cos(2𝛼 − 𝜋

2 )
sin(2𝛼 − 𝜋

2 )
= sin(2𝛼)

− cos(2𝛼)
= − tan 2𝛼 = − 2 tan 𝛼

1 − tan2 𝛼
= 2𝑎

𝑎2 − 1
이고,

Q의 속력은 |1 − 2𝑎2

𝑎2 − 1
| = |−1 − 2

𝑎2 − 1
| = 1 + 2

𝑎2 − 1
 (𝑎 ≥ 2이므로)이다.

[문항(2) 풀이]

1 + 2
𝑎2 − 1

는 2 ≤ 𝑎 ≤ 3에서 감소함수이므로, 점 Q의 속력은 𝑎 = 2일 때 최대이고, 그 값은 1 + 2
3

= 5
3
이다.

35



동국대논술 · 자연계열 2024학년도

■ 채점 기준

[1단계]

위 그림과 같이 시각 𝑡에 원점 O와 점 Q를 잇는 직선 OQ와 𝑥축의 양의 방향이 이루는 각을 𝑠(𝑡)라 하자. Q

는 원 위를 움직이므로, Q의 좌표는 (cos 𝑠(𝑡), sin 𝑠(𝑡))이고, 속력은 √(sin2 𝑠(𝑡) + cos2 𝑠(𝑡))(d𝑠
d𝑡

)
2

= |d𝑠
d𝑡

|이

다. 점 Q, P로부터 각각 𝑥축에 내린 수선의 발을 hQ, hP라 하면, ∠QAhQ = ∠PAhP이므로, tan(∠QAhQ) =
tan(∠PAhP)이고, 다음을 얻는다.

sin 𝑠(𝑡)
𝑎 − cos 𝑠(𝑡)

= sin 𝑡
𝑎 − cos 𝑡

.

[2단계] 이를 정리하면 (𝑎 − cos 𝑡) sin 𝑠(𝑡) − sin 𝑡(𝑎 − cos 𝑠(𝑡)) = 0이고, 음함수의 미분법에 의해

sin 𝑡 sin 𝑠(𝑡) + (𝑎 − cos 𝑡) cos 𝑠(𝑡)d𝑠
d𝑡

− cos 𝑡(𝑎 − cos 𝑠(𝑡)) − sin 𝑡 sin 𝑠(𝑡)d𝑠
d𝑡

= 0.

점 Q가 점 (0, 1)을 지날 때, 𝑠(𝑡) = 𝜋
2

이므로 sin 𝑠(𝑡) = 1, cos 𝑠(𝑡) = 0 이고, 𝑡 = 𝑡0 이므로, 이를 위 식에 대입

하고 정리하면 𝑡 = 𝑡0에서 Q의 속력은 |d𝑠
d𝑡

| = |1 − 𝑎cos 𝑡0
sin 𝑡0

|이다.

[3단계]

위 그림과 같이 점 Q의 위치가 (0, 1)인 상황에서 ∠ AQO = 𝛼라 하면, tan 𝛼 = 𝑎이다.

한편, 직선 OQ와 직선 OP의 길이가 같으므로 ∠ QPO = 𝛼이고, 𝑡0 + 𝜋
2

= 2𝛼가 성립한다.

따라서, 
cos(2𝛼 − 𝜋

2 )
sin(2𝛼 − 𝜋

2 )
= sin(2𝛼)

− cos(2𝛼)
= − tan 2𝛼 = − 2 tan 𝛼

1 − tan2 𝛼
= 2𝑎

𝑎2 − 1
이고,

Q의 속력은 |1 − 2𝑎2

𝑎2 − 1
| = |−1 − 2

𝑎2 − 1
| = 1 + 2

𝑎2 − 1
 (𝑎 ≥ 2이므로)이다.

[4단계] 1 + 2
𝑎2 − 1

는 2 ≤ 𝑎 ≤ 3에서 감소함수이므로, 점 Q의 속력은 𝑎 = 2일 때 최대이고, 그 값은 1 + 2
3

= 5
3

이다.
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채점 기준 배점

[1단계]부터 [4단계]까지 모든 단계를 논증이 매끄럽게 작성한 경우 S

상 모든 단계를 잘 작성하였으나 [3단계] 답에서 절대값 생략하거나 [4단계]에서 논증이 

부족할 경우
A

[1단계]부터 [3단계]까지 논증이 매끄럽게 작성한 경우 B

[1단계]부터 [2단계]까지 논증이 매끄럽게 작성한 경우 C중

[1단계]부터 [2단계]의 음함수 표현까지 올바르게 작성한 경우 D

[1단계]까지만 작성한 경우 E
하

어느 단계의 일부분도 논증이 매끄럽게 진술하지 못한 경우, 백지인 경우 F
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